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Introduccion

"Una de las mds smportanies y
Jascinantes ramas de las
malendiions que proporctiond el
medio para las formulaciones
matemdticas y soluciones de
una gran variedad de problemas,
es sin duda el esludio de las
Eeuaciones [Hferenciales en
Derivadas Parciales™

Mureay R. Spicgel.

Un entendimiento del origen de las ecuaciones de la fisica v la ingenicria es muy atil para
desarrollar les estrategias en la obtencién de las soluciones, y también para establecer

las condiciones necesarias para tener un problema bien definica.

En problemas aplicados a diferentes aress del conocimiento humano, aparecen con
frecuencia las Feuaciones Diferenciales Parciales, en adelante EDP, cuya importancia
en estas Areas ha sido reconocida para la elaboracidn de modelos matemdticos gue
representan los problemas planteado. La complejidad e importancia actual de esos
problemas, ha hecho que los métodos para resolver dichas EDP sean diversos v se
hayan voelto mis analiticos.

Es por lo anterior que consideramos imporiante presentar este lexto en espafiol con
los conceptos v técnicas fundamentales de las EDP, dado que la mayorfa de los textos
sobre el tema son escritos en inglés v la densidad de sn contenido los hace cada vez
mas complicados para una lectura inicial del tema.

Es importante también indicar que los cursos de EDP algunas veces no saelen ser los

L
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mas interesantes para los estudiantes, porque algunos piensan que la solucidn de las
EDPF sc obticne por manipulaciones aburridas de series o integrales v en menor medida
loa que creen que solo por separacidn de variables se puede resolver estas ecuaciones,

Esto motivd el interés en presentar en este texto un primer estudio de las EDP, basado
en ecuaciones clisicas de la fisica e ingenieria como son la ecuacidn de onda, calor v
Laplace. Este trabajo estd dirigide a estudiantes de pregrado de ciencias e ingenieria
con conocimientos basicos en Caleulo Diferencial de una v varias variables, Analisis
Vectorial y EDO. Utilizando la téenica de cambio de variable, se muestra que los
problemas de EDP relacionados con las ecuaciones clisicas, antes mencionadas, se
pueden convertir en una conocida EDQ, gmplificando asi su solucidn.

El texto se ha planteado de una forma prictica para el estudiante, donde por medio
de ejemplos se muestran las téenicas basicas para resolver la ecuacién diferencial. En
el capitulo 1 se presentan clertas nociones fundamentales necesariag en ol resto del
trabajo, como es la ecuacién del oscilador arménico en su forma general v las diferentes
caracterfsticas de las soluciones; también se hace un bosquejo de las series de Fourier,
en particular las correspondientes series de senos o cosenos, Finalmente, se realizd una
pequefia revision del Calculo de Variaciones.

En el capitulo I se desarrolla una breve descripcién de las ecuaciones de onda, calor
v Laplace, las cuales describen en general los problemas referentes a la vibracidn de
un& cuerda, procesos termodindmicos v estados estacionarios de temperatura, respec-
tivamente. Los términos fisicos alli utilizados no son explicados en extension, pero, si
son del interés del estudiante, podréan ser ampliados en la bibliografia. En este capitulo
también se muestra una forma de asociar las EDP lineales fundamentales de segundo
orden con las ecuaciones de las secciones conicas,

La parte central del texto gira alrededor de la técnica de separacion de variables para
las EDP, la cusl genera una diversidad de problemas o casos, que se han clasificado
y desarrollado en el capitulo 3. Particularmente la forma de presentar y obtener la
ecuacion solucion, en cada caso, gira alrededor de combinaciones de senog y cosenos, o
senos ¥ cosenos hiperbdlicos.

Uno de los aportes de ests texto es la forma pedagdgica como se clasifican los diferentes
subproblemas que se generan de un problema dado que satisfaga la ecuacion de Laplace
¥ tenga condiciones de borde de Dirichlet, Neumann o Robin. También se muestra, para
cada subproblema, gue las soluciones se pueden obtener al realizar un simple cambio
en la del subproblema inicial. Esto, aungue pareciera sencillo, no ha sido desarrollado
en ninglin libro vy solo se presentan casos particulares.

En el diltimeo capltulo se muestra una aplicacidn de la téenica de separacidn de variables



Yix

para el problema clisico de Sturm-Liouville, dando un esquema de los pasos a seguir
para cstablecer la expansion de una funcidn en las autofunciones del correspondiente
problema de Sturm-Liouville; s muestra también la aplicacion para el caso de una

expansion regular o singular.

Finalmente, los autores agradecerdn al loctor por cualquier sugerencia que sea formu-
lada para el mejoramiento del texto.



MNociones basicas

1.1

[ Qué es una ecuacidn diferencial en derivadas parciales?

Los problemas aplicados de la vida real donde la variacion del proceso depende de una
sola variable independiente usualmente se resuelven usando las Feuaciones Diferenciales
Ordinarias { EDO’s), las cuales simplifican mucho los modelos de la realidad fsica. Estas
ecuaciones diferenciales dependen de una sola varfable v eso limita los problemas que se
puedan investigar, ya gue en muchos casos se necesitan varias variables independientes,

Por esta razon al modelar un problema fisico desde la perspectiva matematica don-
de tengan que intervenir des o mds varfables independientes conlleva a una ecuacidn
diferencial en derivadas parciales. De esta forma podemos decir que una Ecuacidn Di-
ferencial en Derivadas Parciales (EDP) es una ecuacidn matemdtica que relaciona una

\r i
funcidn incognita ¥z, y) v alguna de sus derivadas parciales ‘Z—x o % Por ejemplo:
g IH"L' "
Yor oy

Definicion 1.1.1. Se llama Ecvacién Diferencial em Derivadas Parciales (EDP) a wna
ecuacion general de la forma

ol £ g
e =4 o
3111 1[?'2!5&' '3":13‘“1:!:1...3*’*5*) 3} Irjr ‘;l

F (Ill'u::&l comq gy

gue permite relacionar las variables independientes x;, cont1=1,2,.. .,k , lo funcidn
incdgnite U y sus derivadas parcinles,

K
En donde los m; son enleros no negativos que cumplen Zm,- = M.

i=1
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alr
= W, de manera que cuando se tiene —

il
También se puede utilizar la notacién 3
T

g
i

es equivalente a ¥, o por ejemplo o L

En este libro se considera, en algunos casos, la variable dependiente simplemente por
W v no necesariamente Wz, s, ..., 5;) ¥ mas adn las variables de que depende la
ecuacion diferencial en derivadas parciales serdn aquellas que aparezcan en la ecuacion,

por ejetnplo, en la ecuacidn:

se deduce que ¥ = Wi, z).
De aqui en adelante se utilizard, indistintamente, la notacion:

P P
g U= Y Gy e

Definicion 1.1.2. Fl orden de una EDP (1.1), &s el orden de la mayer derivada parcial
que tenga la ecuactdn.

Ejemplo 1.1.1.
A. yg—‘-::—.:a%—ﬂmuna EDP de orden 1.
G4 ol
b. @—xa—ﬂﬂsumEﬂP de orden 2.

Definicion 1.1.3. Una EDP lincal es aquella que es lineal en la funcidn ¥ y todas sus
derfradas, con coeficientes que dependen solo de las variables independientes de ¥,

En gemeral, las EDP lineales de segundo orden en dos variables, tienen la forma
ol +b00,, +el, +d¥, +e¥, 4 U+ g=0 (1.2)

donde a, b, ¢, d, €, f, g son funciones reales de z e y definidas en un subconjunte D ¢ B?
v a' + b +¢* = 0 (esto garantiza que alguno de los coeficientes a, b, ¢ sea diferente de
i1}, 8i los coeficientes son todos reales con la posible excepcion de g se dice que (1.2) es
una EDP lineal a coeficientes constantes.

Ejemplo 1.1.2.

i g
=~ (z +y]% + W =1 es una EDP lineal de segundo orden.

B,
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b, Py + 2V, — 2T, = cosz es una EDP lineal de tercer orden,

ol el , 5
C. ‘I"E - 15 = () es una EDF no lineal de primer orden.

ol A _
d. (ﬁ:ﬂy) - Em = y &3 una EDP no lineal de tercer orden.

12
Clasificacion de las EDP

La EDP lineal de orden dos {1.2) puede expresarse. en forma general, como
aWes + Wy + W +d =1 {1.3)

donde ahora la d es una funcién que depende de =, g, ¥, ¥, y T,

Definicidn 1.2.1. Se define el discriminante [ de la EDP (1.3) como

I =8 — dac

Dee acuerdo al signo de § se pueden clasificar las EDP lineales de segundo orden
Definicién 1.2.2. Se dice gue la ecuacion (1.3} es:
I. Parabolica, si I =1);
1. Eliptica, si { < 1);
. Hiperbalica, si I > ().
Ejemplo 1.2.1.

a. Dada la ecuacidn
Zwﬂ_{ + 3'1"3 T EI-|

s tiene a = 2, b =0, ¢ = 0; por lo tanta [ = 0. As{ la ecuacidn es parabdlica.

b. Dada la ecuacidn
W, + 20, =10,

e tlenea=1,b=10,c=2; por lo tanto [ = —8 < 0. Asf la ecuacidn es eliptica.

. Dada la ecuacidn
W =30, + 0, + 20, =10,
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se fiene g = 1,b = —3,¢ = 1; por lo tanto [ = 6 > (1. As la ecuacion es
hiperbdlica. O

La terminologia para hacer esta clasificacion es equivalente a la utilizada en geometria
para la clasificacion de las ecuaciones generales de segundo orden. Es importante notar
que esta forma de agrupar las EDP os 4til porgue cada grupo estd asociado a diforemtes
problemas especificos de la fisica e ingenieria.

Las Ecuaciones Parabdlicas permiten resolver problemas de propagacion, tales co-
mo conductibilidad térmica, problemas de difusitn, vy algunos problemas donde la
solucidn depende del Hempo. Aqui la EDP estd sometida a condiciones iniclales y
de frontera, como por ejemplo el problema de una barra larga gue estd totalmente
adslada excepto en sus extremos (figura 1.1).

Calente |

Figura 1.1; Conductibilidad térmica en una barra.

Las Ecuaciones Elipticas permiten resolver problemas de equilibrio, tales como dis-
tribucitn estacionaria de temperaturas, flujo de fuidos no viscoses, distribucién
de tensidn en sblidos en eguilibrio ¥ en general problemas donde se tenga que
determinar un potencial. Esta EDP estd definida sobre dominios cerrados que
estin sujetos a condiciones de frontera v que no dependen del tiempo, como por
ejemplo la distribucién de temperatura sobre una lémina calentada {figura 1.2{a))
o el campo eléctrico cercano al vértice de un conductor {figura 1.2(b}).

(&) Distribuciin de tem- (b} Campo elfctrico cercano
peratura sobre una limi- al vértice de un conductor,
ni calentada.

Figura 1.2: Problemas de equilibrio.

Las Ecuaciones Hiperbdlicas permiten resolver problemas de lendmenos oscilato-
riog, tales como vibraciones mecihicas de cuerdas, ondas de un fAuido v oscila-
ciones aclsticas y electromagnéticas. Una ecuacidn caracteristica es la ecuacidn
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de onda con sepunda derivada respecto al tiempo, la cual presenta la soluciom en
diferentes estados en los cuales oscila ¢l sistema, como por ejemplo una cuerda
tensa que vibra a baja amplitud (figura 1.3).

e

-
"

Figura 1.3: Cuerda tensa que vibra a baja amplitud.

1.3
Solucién de una EDP

Como en el caso de las ED(Fs, la solucidn de la ecuacidn es una funcidn «f que junto
con sus derivadas satisface la ecuscitn planteads; en el caso de las EDP es andlogo,

Definicidn 1.3.1. Una solucidn de una EDP de la formea {1.1) en una regidn D del
espacio de varfacidn de las variables independiente es una funcidn ¥ € 0™ (D) {conjun-
to de las fumciones continuas en [? conjuntamente con sus derivadaz de orden m), tal

gue al sustituir U y sus derivadas en (1,1} se salisface lo ecuacidn en fodos los puntos
de D,

Ejemple 1.3.1. La funcion

P

Uz,y) = 5

+ zy + ¢(y)

es una solucidn de la EDP ¥, = x + y. Se puede ver que la derivada respecto de x de

la funcidn cs W, =2 + y 4 ﬂ!ﬂpmnﬁta dltima derivada es 0 porque la funcidn ne

depende de £, Asi se satisface la igualdad.
Ejemplo 1.3.2. Dada la EDP
(y— )T, + 29T, = 3z —y+ 20,

comprobar que la solucidn es la funcidn ¥z, y) = =1 = . Para ello se calculan las
derivadas parciales por separado ¥, = =1 y W, = =1 ¥ se resuelven ambos lados de
la igualdad

(y—=}-1)+29(-1) = -3y +=

z=y+2-2z—y)=x-3y
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al ver que los resultados son iguales se confirma que la funcién ¥z, ¥y} = —x —y es
solucion de la ecuacién diferencial en derivadas parciales dada.

Ejemplo 1.3.3, La funcidn ¥(x, y) = e cos(y) e= una solucién de la EDP
P+ T, =0
Para comprobar primero buscamos las derivadas parciales

W, =e"cosy, W, =e"(-seny),

W =€ COS Y, i’w =" [~ cosy)
v luego al sustituir en la EDP se tiene
Ve + Vs =c¢"cosy+ e (—ocoay) =0

por lo tanto, se satisface la ecuacion.

1.4
Condicidn inicial de Cauchy

Consideremos la ecuacién lineal de primer orden con coeficientes constantes v no ho-
mogénes de la forma

alz, y) ¥, + bz, v)¥, = clz, ¥}, (1.4)

con una condicidn inicial sobre una curva {1 que estd en el plano XY,

Definimos la condicidn fnicial de Cauchy, a la resiriccién ¥ sobre [, Veremos esta
condicién inicial como una curva parametrizada

x = xols), ¥y = wols), T = Tp(s), s € |5, 8], (1.5)

La ecuacidn (1.4) también se escribe

{ﬂ-,b‘.‘ﬂ_] ] (%r%._l) =],

Se debe recordar que para una superficie dada por z = ¥z, y), el vector

av v i
Z3-)
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es una normal a la superficie. Asf podemos decir que el vector {a, b, ¢) estd en el plano
tangente a una superficie solucidn en cada punto. Por lo tanto, se puede construir una
curva contenida en la superficie solucidn al resolver el sistema

= a(z(t), y(t)),

= b(x(t), u(t)), (16)

22 B8 BB

= e(z(t), y(t)).

51 ademis asumimos que en L = 0 se tenga = = zp(3), ¥ = yals), ¥ = ¥y(s); la curva
Lambién pasard por la curva inicial (1.5). Las curvas solucién se laman camclerdsticas
de la ecuacidn no homogénea. Al variar el pardmetro s la familia de caracterfsticas
forma la superficie solucidn bajo ciertas condiciones para a, b y ¢

Si por ejemplo que a, b, ¢ son Lipschitz continuas, el teorema de Cauchy- Picard implica
gque las ecuaciones (1.6) tienen solucion Anica local. Se concluye que se puede escribir

I = Ifﬂ,t}, ¥y = !l”-r.'!rt:l:- W= "plinﬁ-.f] Elﬂ

v ademdis
x5, 0) = xg(s), w(s,0) = wls), V(s.0) = ¥pis).

Debemos recordar que (1.7) nos da la representacién paramétrica de una superficie, en
particular de la superficie solucidn localmente,

Ejemplo 1.4.1. Resuelva el problema

avr gv
—+—=z+y,

dx By (1.8)
¥z, 0) = z?

Por lo tanto, al resolver ¢l sistema (1.6) para este caso, se plantea

y la condicién inicial x(s,0) = s, y(s,0) =0, P(s,0) = 2.



B NOOIONES BASICAS

Al integrar obtenemos

z =1+ ci(s),

y =1+ ea(s),

y al hacer uso de la condicidn inicial § = 0 se tiene

¥ =148,
y=t
De esta forma
d.I'—H +i=2i+
Fria 5 = -

y al integrar se tiene
Wiz, t) =t + st + ex(s)

y usando ls condicidn injcial W(s, 0) = 5* tendremos que la solucién es
W(s,t) = t* + st + 52
Al escribir ¥ en funcidn de x, y =se tiene que

W(s,t) =% + st + &
=" + 8t + )
= +{z—y)z
=$=ﬂ—$y+yi

La cual se puede comprobar que es una solucién de la ecuacidn diferencial parcial (1.8)
con las condiciones iniciales dadas.

1.5
La Ecuacion del Oscilador Armdanico

Previamente se plantea la forma de las soluciones de un caso particular de la ecuacion
lineal de segundo orden no homopgénea & cochicientes constantes

ay" + 2by’ + ey = f(z) (1.9)
en donde a, b, & son constantes conocidas ¥ f(x) es una foncidn también conocida.

Se expone el caso donde no hay fuerza de amortiguacién (por ejemplo, cuande & = 0),
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ni fuerza externa (por ejemplo, f{z) = 0 para todo x). En particular, se analiza una
ecuacion que surge en muchas aplicaciones de la ingenieria como es

Videy=10 (1.10)

en donde ¢ es un pardmetro {constante) indeterminado. Esta ecuacidn se conoce tra-
dicionalmente como La Feuacidn del Oscilador Armdnico. Ella es aplicable a muchos
sistemas fisicos, en particular al que describe el movimiento de una masa (sin fuerzas
externas) en un resorte sin amortiguamiento.

La ecuacidn (1.10) tiene coeficientes constantes, v su ecuacion caracteristica viene dada
por v = —¢ , siendo sus raices r = +/—¢; s¢ toma, por conveniencia, el cambio de
variable —c = A, asi las raices serdn r = £A, ¥ la ecuacién (1.10) se transforma en

¥ =My (1.11)

Ahora se muestra un analisis de todos los casos posibles del parametro A.

1. Sea A > 0, entonces una solucion general es

Flz) =0 R gV,

Sin embargo, para convenientes valores de las constantes a; = a; = %, ge puede
conseruir una solucidn particular

IRV,

Fiz)=—73

=c-mhv"ﬁr,

ysiseeligem:—ng:%,lﬁmluciﬁrnpartmm

VAT _ A

B = senh vAz.

— 8

thiﬂ:l = E

De esta manera
Fiz) = e1Fi{z) + caFalz) = e; cosh vAz + exsenh Az (1.12)

es igualmente una solucidn general acepiable, La ventaja de esta idltima es que
la ejecucidn de las condiciones iniciales en x = 0 es completamente {ransparente
con esta notacion.

Ejemplo 1.5.1. Consideremos la solucidn de la forma (1.12) y las condiciones
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iniciales
Flo)y=by ¥ F'(0)=b (1.13)

Claramente la solucion bajo estas condiciones toma la forma

F(x) = by cosh vz + (fl—)smw’im
VA
Generalizando algo més, la escogencia de
g~ Az g Ay

G =" Y %=
conduce a la solucidn particular

E'Fr"'t;_rﬂ.:' § .E_"-"'i[f'_’ﬂ]

Fifz) = ;

= cosh /A {z — 7p)

y tomando el mismo valor para a; ¥ el signo opuesto para ey, resulta
Fy(z) = senhﬁl[r —xp);
v combinando ambas soluciones se tiene

Flz) = bycosh VA [z — o) + (%)mhﬁ(:—zﬂ}

la cual satislace las condiciones iniciales (1.13)en cualquier punto zg.

. Sea A= 0en (1.11), entonces una solucién general tiene la forma simple

Fiz)=¢ +ox (1.14)

. Sea A = 0 en (1.11), entonces e¥** = &3 ¥ nor lo tanto la solucién toma la

forma
Flz) = cpcos v —Az + caseny/ = Az (1.15)

la cual bajo las condiciones iniciales (1.13) del ejemplo 1.5.1 ¥ para cualguier

punto Iy, es

Fiz) = bycos vV—A(z — 2o} + (%)mﬁ{x—:uj

De esta manera, utilizando las ecuaciones (1,12), (1.14) y (1.15), la solucién general de
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la ecuacién del oscilador arménico (1.11) en cualgquier punto xg,, puede ser expresada

por
ereosh vz + epsenh e giA >0
-F[I} =% 0 + % slA=10 {].lﬁ]
£ 08V —AE +eg8eny/—Ax siA <0
1.6

Serie de Fourier

En la prictica todos los sistemas fisicos, cuando son manejados por una oscilacion
sinusoidal, usualmente responderan por oscilar & la misma frecuencia que la fuerza que
los maneja. Esto conduce al problema matematico de expresar una funcion en forma de
una serie trigonométrica. Para ello se utiliza, en una forma muy sencills, las serfes de

Fourier, las cuales tratan de expandir funciones periddicas en series trigonométricas.

En primer lugar, se dice que una funciém es periddica con perfodo T =i

flz+T)=f(z)

para todo z en el dominio de la funcidn; y al minimo valor de T se le conoce como el
periodo.

Sea f una funcién periddica (ver figura 1.4) de una variable z definida sobre el intervalo
(=T, T, la cual se expresa como suma de senos ¥ cosenos de la siguiente forma

=5 S e () o)

-2T 2T

Figura 1.4: Puncién periédica flx) = ﬂ—; + i [ [:mm}l + by, sen (T?i}]

n=1

Para hallar los valores de las constanies, simplemente se realizan ciertas operaciones
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matematicas I::VE-'T & ”} ¥ B obtiene
uﬂ—lf f{xjum(—:]dt n=101;2 {1.18)
T T L : i 'k P r

e.F%fif{I]am(’%:]dz, n=0,1,2:. (1.19)

La ecuacién (1.17) es conocida como la serde de Fourier de la funcidn f en un intesvalo
| =T, T}, en donde es seccionalmente continua o continua por segmentos (es decir, con-
tinua en todo el intervalo excepto un nimero finite de puntos); v las ecuaciones (1.18)
v (1.19) muestran la férmula para hallar los valores de las constantes,

Ejemplo 1.6.1. Sea la funcién f definida en |-, x| por

_f{u:]={1 gl —w<z< (1.20)

r sil<r<mw

Claramente se ve que ella es continua en los intervalos [—x,0) ¥ (0, 7], ¥ que no es
continua en x = (), es decir, es seccionalmente continua en [—m, 7|, Asi los cocficientes
de Fourier de f, aplicando las formulas (1.18) ¥ (1.19}, son

1 "
ﬂﬂ=;.[_‘f{1]d:|:= 1+g,

. -1
F =%j; f(x) cosnx dx = {'IJT,
bn =%fj fz)sennzde = _1+{ﬂj;ln_l] ;

paran=12....

Por lo tanto, la serie de Fourier asociada con la funcidn {1.20) es

fiz) =M+i (&;—1 COS il — Lot = -1 taﬂnna:)

4 g ] FE
el
24w 2 1 1
g —;(mx+§cm3x+ﬁm55:+---)

xr—2 1 F—2 " 1
+( = aenx—ﬁaen2x+ e m&z‘—iamiﬂ:+---)

O

Un caso particular se presenta cuando la funcién periddica tiene cierto tipo de simetria v
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permite hablar de funciones pares o impares. Este caso es frecuente al utilizar separacion
de variables para resolver la ecuacion diferencial parcial, y entonces se tiene la necesidad
de representar una funcidn en una serie trigonométrica que sea solo de senos 0 cosenos,
donde por la naturalega de las funciones semo v coseno, las series corresponderan a
funciones impares v pares respectivamente.

Asl, dada f seccionalmente continua en [0, T, la serde de Fourier de cosenos para f(x)
en [0,T] es
G e AT
-2 z [acos (50| (1.21)

donde
Jf ff.'l:}tﬂﬂ }d’z‘, n=1 12" (1.22)

La serie de Fourier de senos para f{z) en [0,7] es

f(z) =;L;[hm(ﬂ?)] (1.23)

dande

f}’[:} ]dx. ~1,2,... (1.24)

Ejemplo 1.6.2. Hallar la expansiom en serie de Fourier de senos v cosenos, en e]
intervalo [0}, 7], para la funcién fiz) = z(m — z), la cual es claramente continua en
dicho intervalo.

Los correspondientes coeficientes son

2 [ 1
u,;.—;jg ILF—IJ{iI—EﬂT‘z

ﬂ“:E[I[M;.mmI:%.;[_uun

m

b, =§£ z(w — x) sen nx dr = % (L= (=1)")

v asi se obtienen las correspondientes series de Fourier
14 {-1]"
flz)=2(r —z) = — = zE (1.25)

Flr) =sifr — &) = %E#mm (1.26)
m=1
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conl<x <

1.7
Calculo de variaciones

Una aplicacion clasica del cdlculo basico es el problema variacional: encontrar el minimo
de una funcion f. En muchas situaciones el minimo es alcanzado en el punto donde
la derivada es igual & 0 (f'(z) = 0), aunque existan las excepciones a esta regla. En
general, en los problemas practicos de ingenieria cominmente se conoce a priorl que la
funcion f tiene la forma que le permite alcanzar el minimo donde la derivada se anula,
es decir, técnicamente hablando es una funcidn suave, asi el criterio de la derivada es
suficiente.

El célculo de variaciones es la extension de esta nocion a una clase superior de funciones.
Como, por ejemplo, se considera la .Iongltud' del arco de una curva yl:I:II

nc;r[r.}]=f 1.I"¢Er.‘j+dy2d:=j£1 |+ () dz

cuando x € [0, 1.

Si y es la paribola y(z) = x* su longitud de arco en el intervalo [0, 1] es

1
s (y(z)) = J{ VT @z dr

v & y es la funcidn sinusoidal y{x) = sen ¢ su longitud de arco en el intervalo [0, 1] es

s(yiz)) =J’:'-..-f1 + cos? x dx

Note que la variable para el evalvador longitud de arco no es un simple valor x; es una
funcidn completa y{x), asi se establece que la longitud de arco es una funcéidn de una
funcion,

De eata manera se dice gue un funcional es una funcidn de funcidn, algunos ejemplos
01

b
a) La norma de y(z): f ly(z)|* dz,

f yiz)dz
b) El valor medio de yiz): "&T :
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¢} El m-ésimo momento de una funcion de densidad probabilistica:
S
f z"ylx) dr .

d} La energia almacenada en un campo potencial eléctrico:

f f IV, y, ) dv.

Todos estos funcionales son expresables como integrales v ellos incluyen la funeidn y{z),

sus derivadas v la variable r. Asi se puede dar una forma general de los funcionales
COmo

Plve)l = [ xlu(e).v(e),elde (.27

0, para orden superior

Flb(zry z)]= fj x W VU ry, z|ldedyds. {1.28)

El integrando x| es cominmente Hamado El Lagrangiano.

El objetivo principal del Célculo de Variaciones es encontrar, dentro de una clase de
funciones y{x) (o w(z,y, 2)), aguella que minimice el funcional Fly(z)! (o Flw(z,y, z)).

Ejemplo 1.7.1. Encontrar la curva més corta (es decir, la peodésica) y(z) que conecta
loa puntos (0, y{0}) ¥ (1, y(1)) (ver figura 1.5).

Ty
w(1)

o

yl(z)+ {ﬂ'[:-'_lf"""
{ A=)

yloy—

X

x

Figura 1.5: Curva mds corta y{x) que conecta los puntes {0, y(0)) v (1, y(1)).

La idea es introducir una nueva curva que reducird el trabajo a minimizar una funcién
de una sola variable y asi aplicar el criterio de la primera derivada. Sea y(x) la actual
geodésica (se ignora que la solucién es una linea recta) v se considera el efecto de
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perturbarla mediante una funcién suficiente pequedia o(z); formando una nueva curva
y(z) + eo(z), donde o(x) puede ser cualquier funcién diferenciable y £ es un factor de
escala (como se vera claramente mas adelante). El funcional serd

1
Fly(z)] = f 1+ (=) de

donde ¢l Lagrangisno s la longitud de arco. Para la curva perturbada se tiene

1
F [y(z) + ea(z)] =j£ ~‘/1 + [y'(x) + eo’(z)]” dx {1.29)

Para una arbitraria o(z), la froula (1.29) muestra una funcidén bien definida sobre «l
escalar £ donde f(e) es igual a la longitud de arco de la curva y(x) +eo(z). Esta funcidn
Sfie) tiene la importante propiedad de que toma su minimoe cuando fig) = 0, porque
la curva y(z) fue escogida como la de longitud mds corta. De esta forma, mediante las
reglas simples del cdleulo se cumple:

2 {e)= LFlya) + cols)] =0 cumndo =0 (1.30)

Tomando (1.30) como nuestra guia, se estudia el funcional (1.29) y su derivada serd

1 1
%HE]Z fu %(1*[9'{I]+fﬂ"[t}]3) "2 ly'lz) + eo'(x)) o' [x) dx
vene=1( 1
%ffﬂ]=fu (14 9/(2)?) 2 o (2) ' (z) dx (1.31)

Por razones que se verdn més adelante, se expresa (1.31) en términos de o{z) no
diferenciado. Asi ap]itanrlﬂ integracion por partes:

1
%f{ﬂj = fu 1+ yr{sz}-% () %ﬂ’{:t}dm
22 |[{1 +’-.l.|"'|[:'|::|1}_%L y'{:ﬂ]l] E[:}L_n (1.32)
: L
B j; ﬁm{ [(1+ (") ()] ola) d

Ahora como se estd buscando la curva més corta entre dos puntos terminales especificos
(0, 5(0)) ¥ (1,y(1)), solo intercsa las curvas y{xz) + co(x) que pasan a través de los
mismos puntos finales, Por lo tanto, se minimiza (1.29) sobre perturbaciones o que se
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anulan en los puntos &(0) =0y o{1}) =0,
Die esta manera la condicion (1.30) es reducida por medio de (1.32) a

fu l % [(1+ @) -1 -y’l::r}] o(z) dz = 0 (1.33)

Sepin esta ecuacion, la integral es cero al multiplicar una funcién arbitraria por la
funcion p
= [0 +v@) v (1.34)

pero la iinica forma de que esto pueda suceder es si la ecuacion (1.34) ella misma es
CETO

{% [{1 +y(z)?) y'{ﬂl] =10 (1.35)

Ubservacidn 1.7.1. La légica que conduce a la ecuacién (1.35) es algunas veces identi-
ficada como £l Lema Fundamental del Cdlewlo de Variaciones.

Desarrollando la ecuacidn {1.35) encontramos que
ppoaty—4 owmy 1 R N P
0= (1+4/(2)") 9" — 5 (1 +02)) 7 (=) (2)

= (1+¢/(2)) F y"(z)

= y'(z) =0 (1.36)

D esta forma, las dnicas funciones que satisfacen (1.36) son de la forma y = mx + b,
es decir, lineas rectas. Asi se llega a la stempre conocida conclusion de que el camine
mas corto entre dos puntos es una linea recta.

La derivacion en este ejemplo facilmente se generaliza a el caso de un funcional arbi-
trario de la forma {12'?] Tna vez mas yl:.'::] e la funcidn a minimizar, ¥ considerando
el hecho de perturbar y{x) por eo(z) conduce a la luncidn

fle) = F ylz) + eo(z)] = }rax[y{:c] + eo(x), ' (x) + eo'(z), x| dx

Ahora bajo la condicién de que f'(z) = 0 cuando £ =0

dx

=il

o) .=f %x [z} + eo(x), y'(x) + ee'(z), 2|

b
= j; (E%I [wiz), y'(x), =] olz) + %I [w(z),v'(x), 1] H'{I}) e
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g integrando por partes el segundo miembro de la integral se tiene:

&
70 = [ (x vt v (e slatn) - 3 (Gox . v@)al) ofe) ) de
g (1.37)

o
+ gy ¥ Wiz (=), zlolx)

E Ll

La mayoria de las aplicaciones del cdalculo de wvanaciones son similares al problema de
la distancia mds corta, en el cual se busca el minimo de Flz] sobre todas las funciones
que toman valores especificos de frontera yla) ¥ y(b). Para esas aplicaciones €] dltimo
término en la ecuacidn (1.37) es cero (yva que of{a) = o(b) = 0). Entonces la condicidn
£'(0) = 0, depende de la expresién

Xl v(0),3] - £ (G lutah (). 5] (1.38)

cuando es multiplicada por cualquier funcién arbitrara o(z), hace que el valor de
la integral desde [a,b] de ese producto de funciones sea igual & cero. Por el Lema
Fundamental se sigue que la funcidn (1.38) es igual & cero. Esa condicién para un
minimo de un funcional se conoce como La ecuacidn de Euler- Lagrange, ¥ comitnmente
se escribe como

d 8y dy
—_——— e ] 139
d=oy By .

La ecuacidn (1.39) es la generalizacion de la ecuacion {1.35) para la clase de funcionales
de la forma (1.27).

Observacion 1.7.2.

1. Como una regla, la ecuacién de Euler—Lagrange (1.39) cuando se expande e una
ecuaciin diferencial ordinaria de segundo orden para y(z) (por ejemplo, vea la
ecuacion (1.36)).

2. 5i los valores dades de yl{a) v y(b) se combinan con la ecuacidn (1.39), se tiene
un problema de valor de frontera bien definido para la funcidn y(x).

La condicién BEuler-Lagrange para un funcional es igual & la condicién de pendiente
cero para una funcidn de una varfable. Como tal, esta no es una condicién ol necesaria
ni suficiente para un minimo. En los siguientes ejemplos es bastante clare por la forma
del funcional que existe un minimo, v asf la ecuacién Fuler-Lagrange serd vilida. En
general, sin embargo, es mis preciso decir que la condicidén (1.39) vuelve estacionario
el funcional {andlogo al minimo local, mdximo local o punto de inflexdén en el edleulo
bésico).
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Ejemplo 1.7.2. La funcifn y{z) que minimiza el funcional

1
F [u(z)] = fn (w(x)? + y'(x)*) dx
y satisface las condiciones y(() = 0y y(1) = 1, debe resolver la ecuacion diferencial

I:E a 2 72 'Ei 4 [ 1]
G—E@('y +y )_a_y(” +y :}—Eu -y
o equivalentemente y* = y. Por lo tanto

yix) = csmhz + deosh z

seria la solucidn general, pero para las condiciones de borde dadas serd

ylx) = (sin]h 1) sinh x.

Ahora la deduccidn de la condicién de Euler-Lagrange para la minimizacidon de fun-
cionales de orden superior {1.28) es parecida a lo anterior, pero requiere un pequefio
conocimiento de Andlisis Vectorial para su implementacion. Dejamos al interés del
lector dicha deduccidén (ver Davis y Snider [12]), asi la forma de dicha condicion es

a dy d dy d dy dy

528U,  ByovU, | Bzaw, BT | {4

donde {W,, ¥, ¥, } son las componentes de yg.

Ejemplo 1.7.3. La integral de Dirichlet es el funcional definido por

Fo] _/fj;}mwﬁdv_ffj;} (@, + @, + 0.2 dV {(1.41)

donde I? es alguna region del espacio. 5i se busca la funcién y{z, ¥, 2) que minimice
Fly| sobre todos los funcicnales que toman especificos valores sobre la frontera D, tal
funcién debe satisfacer la ecuacion obtenida aplicando (1.40) al Lagrangiano

x=02 402+ 9. en (1L41)

3 g 8 - e G
0= G20, 4 S0l + 520, — (0) = 2 (Wae + Wy + ) = 2920

Vi =0 {1.42)
la cual se conoce como La ecuacidn de Laplace.
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Como se verd en los proximos capitulos la ecuacion (1.42) es una de las més importantes
en mateméatica aplicada, v el hecho que pueda ser caracterizada por un principio varia-
cional muestra ser de mucho valor en la obtencidn de aproximaciones de sus soluciones

(Strang [37]).

1.8

Ejercicios

Ejercicio 1.8.1. Considere ]la ecuacion
V' +y=10 (1.43)

a) Muestre que la forma y = Acos(r + 42) para A y ¢ constantes, es una solucidn
general, es decir, resuelve la ecuacién inicial v sus constantes pueden ser escogidas
para satisfacer las condiciones iniciales del tipo

yla) = by, v/(a) = b;.

b) ;jCudles son las férmulas para A ¥ ¢ en términos de a, by v &7
¢} 8i la solucion y fuese reescrita como

ylz) = cycoss + cysene (1.44)

Halle las expresiones para las constantes ¢; en términos de 4, ¢ v a.

Ejercicio 1.8.2. Como toda solucién de la ecuacién (1.43) puede ser escrita en la
forma {1.44) donde las ¢; ; son constantes arbitrarias. Demuestre que:

a) Hay una finica solucidn de {1.43) que cumple las condiciones de borde

W0 =2,y(Z) =8

b} Mo hay una selucién de {1.43) que cumple las condiciones de borde

y(0) =2, y(=) =0
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¢) Hay infinitas soluciones de (1.43) que cumple lag condiciones de borde

yl0) =2, y{=) = -2

Ejercicio 1.8.3. Determinar la serie de Fourder de la funcién f{z) = ¢ en ol intervalo
|=, x].

Ejercicio 1.8.4. Muestre que
b = FEL
j eate T tdy = 0)
[
para n v m enteros con m # n, ademds utilizando este hecho desarrolle la forma

exponencial de la serie de Fourier.

Ejercicio 1.8.5. Calcular la expansion en serie de Fourier de senos para la funcion
flz) = cosz en [0, 27|, ¥ haga un grifico del comportamicnto de la serie en los puntos
extremaos () v 27,

Ejercicio 1.8.6. Calcular la expansion en serie de Fourier de cosenos para la funcidn
flx) = senx en [0, 7], ¥ haga un grafico del comportamiento de la serie en los puntos
exlremos 0 v .

Ejercicio 1.8.7. Calcular la expansion en serie de Fourier de senos para la funcidn
flx} = ¢ en |0, 7|, ¥ haga un grifico del comportamiento de la serie en los puntos
extremos 0 v .

Ejercicio 1.8.8. Calcular la ecuacidon de Euler-Lagrange para los siguientes funciona-
les:

@ [V, © [ (v-v)d

O [ (-2 v @ [ (v +9*-w)de
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2 Las EDP de Onda, del Calor y de Laplace

21
La Ecuacién de Onda en una dimensidn

El modelo fisico més simple del fendémeno de propagacidén de una onda es el movimiento
de la vibracién de una cuerda extendida. Suponiendo que la longitud de la cuerda es
L v que, cuando la cuerda estd en equilibrio, ocupa la porcidn del eje X desde x =0
hasta x = L (ver figura 2.1). Se asume que la cuerda vibra en un plano, el plano (X, ),
v que ¥ mide el desplazamiento vertical de la cuerda desde su posicidn de equilibrio.
Puesto que la situacion es dindmica, debe notarse que la funcién ¥ = ¥(z, 1) no solo
depende de la posicidn ‘s’ sino también del tismpo "t

L

v

Tz, t)

srTrrrinanasssaeskgEER R R EEEE

g

L

Figura 2.1: Movimiento de la vibracion de una cuerda extendida.

Un diagrama de una pequefia parte de la cuerda entre los puntes © y © 4+ Ax se muestra
en la figura 2.2, Para pequefios movimientos de una cuerda totalmente Gexible, la
tensidn 7' en la cuerda serd constante a lo largo de su longitud. Sila densidad de la
cuerda es p (masa por unidad de longitud de la cuerda), entonces la masa del sepmento
de Ja cuerda mostrado en la figura 2.2 es aproximadamente pAc; va que la simple
suposicion de que el desplazamiento de la cuerda es ligero v por lo tanto se puede

23
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despreciar los términos de orden 2 o mayores en W v % Asf la componente vertical
de la fuerza que actia sobre el segmento de la cuerda mostrado en la figura 2.2 es igual
a la masa por la aceleracion.

Ty

T
¥+ AP -

i
| L
] T4 AT

Figura 2.2: Tensidn T para pequefos movimientos de una cuerda totalmente fexible.

La aceleracion en la direccidn vertical es la segunda derivada del desplazamiento ¥ con
2

respecto del tiempo; la cual se convierte en este contexto en la derivada parcial i:—?,

¥a que Be sitla en un sector particular de la cuerda, ¥ por lo cual hay un valor fijo de

X

La fuerza dominante sobre esa porcion es debido a la tension T en la cuerda. Se asume
que esa temsion es uniforme, asi la contribucidn de T desde cada extremo de la cuerda
se cancela, a menos que haya clerta curvatura en la cuerda (ver figura 2.2). En efecto
el vector de tensidn T estd direccionado a lo largo de la tangente unitaria a el contorno
de la cuerda, y cuya componente vertical viene dada por

Ti_{Il 1} =

La fuerza neta de tensién vertical sobre la particula es entonces

Tilz + &z, t) — Tz, t) = T% Ax,

Ahora por la segunda ley de Newton de la fisica se tiene

B ghu

¥ al dividir por pAx v hacer que Ax — 0 se obtiene La ecuacidn de la onda en una



2.1. La Ecuacion Onda on una dimensi 25

dirensidn
o PU_TOU _ PV -
- pow " e H

donde la constante v = :“l'% &5 la velocidad de propagacion de ls onda en la cuerda y
2 es la densidad de la cuerda.

La ecuacién (2.1} tiene muchas soluciones, pero antes de entrar en detalle sobre las
condiciones que debe satisfacer una solucidn particular, se presenta una forma especial
de la solucion donde resalta alguna de las propiedades importantes de esta ecuacion.

Sea f(x) cualquier funcidn dos veces diferenciable, y considere
Uiz, t) = flz - vt).

Utilizando la regla de la cadena, las derivadas de ¥ son:

% = %f{l —ut) = _IF"[:E —vi)|—v)

% = %f{x — wut) = 'z — vt)(1)

ik .
s = gl @ v)(=v) = ["(z ~ vip?

Fr

8
= @f{x —wt) = 'z — vi)

Luego se cumple la ecuacidn (2.1), es decir, f{z — vt) satisface la ecuacién de onda
cualquiera sea la forma de [. 5i se bosqueja el grafico de cualquier fiz) v se forma la
familia f{z — i), s= obtiene la solucidn de la ecuacién de onda.

T
a| A= . fle=1)
: |
3 =2 A @ g 3 2 ol o
(o) Grafioo de fiz). (b) Grifico de f{x—1).

Figura 2.3: Grafico de f(z) v f(z —1).
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En la figura 2.3(a) se representa un tipico grafico de f(x); v se observa que para obtener
el grafico de f{z — 1) (ver figura 2.3(b)}, el valor mdximo 3 que fue representado para
x = 0 en la figura 2.3(a) ahora se desplaza a * = 1 en la figura 2.3(b), es decir,
simplemente ¢l grafico de f(x) estd trasladado una unidad a la derechs. Similsrmente
la grafica de f{x — vt) se obtiene de la grifica de f{z) trasladdndola (vt) unidades a la
derecha (ver figura 2.4).

T

fla=v)  flz—-20)  flx—3)

Figura 2 4: f(z) trasladada (vt) unidades a la derecha.

Ahora se conoce como obtener soluciones de la ecuacidn de la onda, solo se debe tomar
una curva cualquiera f{x) y se desplaza su gréifico a la derecha a la velocidad v. Este es
el ﬁign.i.ﬁr_'arlﬁ intuitivo para la ecuacion de la onda. También se puede ver que f[r <+ u!]
satisface la ecuacidn (2.1), por lo tanto representa una propagacidn de la onda hacia la
lzguierda a una velocidad v; v puesto que la ecuacidn (2.1) es lineal, una forma general
de la solucién es

Iz, t) = flx— vt) + gz + vt), (2.3)

para [ v g arbitrarias,

A pesar de la simplicidad de la ecuacin (2.3) para representar las soluciones de la ecua-
eidn de onda, condiciones adicionales son necesarias para poder determinar la solucidn
particular que describe la verdadera vibracién de la cuerda. Dado que la ecuacidn (2.1)
representa un enunciado de la segunda ley de Newdon, se tiene que especificar, bajo los
principios que rigen la Mecdnica, la posicidn inicial v la velocidad de cada una de las
particulas de la cuerda para determinar el movimiento de la misma. Estos valores se

representan por Uz, 0] v % en =10,

Asf, las condiciones iniciales para la ecuacidn de onda son

¥(z,0)=U(a) v O (w0)=V() (2.4)

Ejemplo 2.1.1. Se utiliza la forma {2.3) para determinar la solucidén de la ecuacién
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de onda (2.1) bajo las condiciones iniciales

Wiz, 0)=e" ¥ %[r,ﬂ}=9&ux. (2.5)

Al hacer cumplir las condiciones en {2.3) usando la forma (2.3) para ¥, se tiene antes
que nada que determinar las funciones [ y g tales que

Uiz, 0) = f{z — 0L} + glz + 08)

= f{z) + g(z) (2.6)
= g ¥
o 5,0) = (e = 0v)(—v) + ¢/lz + 00y
= ~uf'(x) + vg/(z) 20
= B8 X

Utilizando la altima parte de las ecuaciones (2.8) v (2.7) se pueden encontrar las
funciones f y g. 8i la derivada de la ecuacion (2.6) se multiplica por v ¥ se suma (2.7)
resulta

Jug'(z) = —ve™ + senzx

luggo al aplicar la integral indefinida se obliene

c#
o) =5~ TC

sustituyendo este resultado en la ecuacion(2.6) se tiene

e  Cosx ;
f{ﬂ.’-] — T + ﬁ — |:'
v asf la forma (2.3) de la solucidn serd
g la—ut) Em[::r_' - 'ut} g~ [t f.:-m'.[:l:.' 4 u!]
¥lrt)=— T S Rl (2.8)
(la constante de integracién O evidentemente desaparece). O
La generalizacion de (2.3} para cualquier condicidn inicial viene dada por
U U £ PR i
G, ) = {z — vt) ; (x + vt} i = V(r)dr (2.9)
F—it

la cual resuelve completamente ¢l problema de valor inicial para la ecuacién de onda;
va que si se calcula la derivada de la ecuacidn (2.9), aplicando el Teorema Fundamental
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del Cidlculo, v se evalila en £ = 0, esa derivada v la ecuacién (2.9), se obtienen

oz 0) = LB + V=) U{’“] f V(r)dr

= U[:l:}
y
.5;_1? bl —1:[,.“{3];- Wrz) | % ( % - ﬁ G m)
4 (i L f;mw-r:m-r)
T “‘"UIEI:'; e EIL—_[U‘.-"’[I} nes)
= V(z).

Hay una simple interpretacién fisica para la ecuacidn (2.9), la cual se entiende mejor
st consideran dos casos por separado, primero V(z) = 0 y luego Uz} = 0. Estos casos
podrian también combinarse para dar una solucidén.

Cuando Vix) = 0 el movimiento de la onda viene dado por

¥(x,8) = 3 [U( —vt) + Uls + 1) (2.10)

Esto muestra que la mitad de la perturbacion inicial se mueve en la direccion positiva
v la otra mitad en la direccién negativa. Esta situacion se muestra en la Ggura 2.5.

AN Pa—al

(o) Posicidn indcial, (b} Desplazamiento unos segundos des-
puds, mientras los despluzamientos late-
ralés atn estan sobrepuesios.

= <
(o} Situacién un tempo mds tarde, cuando los des-
plazamientos estin completamente separados ¥ mo-
vibndase en direcsiones opuegtas unn de la olra.

Figura 2.5: Desplazamientos.

La figura 2.5 muestra, en la parte 2.5{a) la posicién inicial, en la parte 2.5(b) el des-
plazamiento unos segundos después, mientras los desplazamientos laterales aln estin
sobrepuestos, y en la parte 2.5(c) la situacién un tiempo més tarde, cuando los despla-
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zamientos estin completamente separados v moviéndose en direcciones opuestas una de
la otra. En este caso la cuerda tieme un desplazamiento inicial v parte de una posicidén
de equilibrio.

Ahora el caso en el cual no hay desplazamiento inicial, pero si bay un impulso que

representa cierta velocidad V(z). La solucién en este caso (U(z) = 0), que deberia ser
afadida a la primera solucién, es

Wiz, t) = % (JC:M Vil [_ﬂ Vir)dr ) (2.11)

la cual podria representarse como

Uiz, t) = % [T (= + vE) + Ty (x — vi)]

Esta solucidn nuevamente tiene dos partes, las cuales representan perturbaciones que
se mueven en sentido contraro y ademés tienen signos opuestos. 51 Viz) > 0, la
perturbacidén moviéndose a la izquierda es positiva, mientras la que se mueve a la
deracha es negativa.

En t = ), por supuesto, ellas se cancelan. En la figura 2.6 se ve claramente la repre-
sentacidn de este movimiento. En la parte 2.6(a) se muestra el caso { = 0 v ademds
estan representadas las funciones ¥, y —¥, en la parte 2.6(b) las perturbaciones se
han movide un poco, une con respecto a la otra, y en 2,6(c) ellas se han movido una
distancia mayor.

(a) t=0. (b) Las perturbaciones se han
mirido un poco, Uns con Tespec-
to o ln ofra.

FEFEEFENFREFFRFFEN

L

" Fiy
ftrsnmnnnnnns ST

[c} Las perfurbaciones se han (d) Las perturbaciones se han
movido uns distancia mayor, movido una distancia mavor.

Figura 2.6: Desplazamiento de las perturbaciones,

Ejemplo 2.1.2. Considere la solucién general {29}, con velocidad v =1 v V(z) = 0.
Si

COE 7L .E.i:l:-g£
i) = S
i} silz| >3
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€3 lo funcidn pulso coseno, entonces la solucién

1 |
Wz, ) = Ecuﬁwl:z+ )+ EGDEI-'H[:I!-'— £)

estd formada por dos funciones pulso coseno, cada una teniendo su amplitud la mitad
de la del pulso iniclal, una moviéndose a la izquierda v la otra a la derecha.

Para £ = 0 la solucidn serd
Wz, 0) =cosmez, z € (—1/2,1/2),
y para t = 1 la solucidn serd

¥z, 1) = %mw{m+i}+%mw[z— 1],

donde para el primer eoseno x € (-3/2, -1/2) ¥ para el segundo = € (1/2,3/2), es
decir, se han movido cada una en direcciones opuestas. En la figura 2.7 se muestra
dicho desplazamiento para varios valores de ¢

Ulzx)
a P 1 /\ ] 1 :|H i Ii'
t=10
U{z)
-rf_xﬁ. ./_K‘H K, X
3 = X i 1 1 A ; ]
=] =72

Figura 2.7: Desplazamientos para varios valores de &

O

En mmchas aplicaciones a modelog reales la cuerda no es infinitamente larga Esto es,
la cuerda debe tener un inicio ¥ un fin {ver figura 2.1). Asi, se tiene que resclver el
problema de la ecuacidn de onda en un intervalo finito,

W
%—HE%. D<z<L (2.12)

con las condictones iniciales dadas sobre ese intervalo,

Pix,0)=Ulz) v %{:,l}] =WViz), O<z=L {2.13)
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v condiciones de borde que digan que especificaciones tiene la cuerda en sus extremos.

Las Condiciones de Borde se clasifican en tres casos:

Condicidn de Borde de Dirichlet. 5i el extremo izquierdo de la cuerda estd ama-
rrado a un peso fijo, la lamaremos Condicidn de Borde de Dirichlet (ver figura

2.8(a)):
W(0,1) = K (2.14)

Condicion de Borde de Neumann. 5i ¢l extremo izquierdo de la cuerda esta hijo
de tal forma que su pendiente én £ = 1} se mantiene en un valor especifico, la
lamaremos Condicidn de Borde de Newmann (ver figura 2.8(b)):

&
E{U, t) = K (2.15)

Condicidn de Borde de Robin. 5i en los extremos de la cuerda se tiene una com-
binacion lineal del desplazamiento v la pendiente se mantiene constante, la lla-
maremos Condicidn de Borde de Robin:

aW(0,6) + 8 5(0,1) = K (216)

Por ejemplo, i la cuerda estd atada a un alambre eldstico (ver Agura 2.8(c)) se tiene
una condicion similar a (2.16).

/

[a) Dririchies (b)) Nemmann () Rohin

Figura 2.8: Condiciones de borde para la cuerda.

2.2

La Ecuacion de onda en el plano y en el espacio

El estudio del fenémeno de la onda en dimensiones superiores toma la forma

Cigh'
ETE

el (2.17)
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la cual permite describir vibraciones de membranas estiradas, ondas electromagnéticas
v somicas. La forma de las soluciones es mas compleja que en una variable, aungue
siguen manteniendo los efectos de la welocidad de propagacion. Ahora, se analizan
alguncs ejemplos pricticos de fendmencs gobernados por la ecuacién de onda.

Ejemplo 2.2.1. La ecuacién (2.17) de segundo orden modela la vibracion de la mem-
brana de un tambor. Como se ve en la figura 2.9, la parte superior del tambor es una
mimbrana temsa estirada sobre la orilla del tambor. Si se observan las fuerzas que se
ejercen sobre una pequefia regidn rectangular Az % Ay de la membrana, las fuerzas de
tension pueden ser atribuidas a dos cuerdas, una en la direccién del eje X v la otra del
gje Y

Figura 2.9: Tambor vibrants.

De esta forma, s1 ¥{x,y,t) describe el desplazamiento vertical, como se ve en la figura
2.9, entonces la fuerza neta de la tension, al igual que en una dimension, viene dada
en funcidn de la segunda derivada parcial
. )
Fuerza = _fr E Faki =+ IP F;IE
donde T, es la fuerza de tensidn en la direccién del borde constante z, v similarmente
para T, Ademds, que el borde constante = tiene Ay unidades de longitud, asi la fuerza
neta T: = TAy, v similarmente Ty, = TAx. En este modelo T es una constante de
tensiom por unidad de longitud que no varia con la direccién.

Ay (2.18)

Ahora si p denota la masa de la membrana por unidad de drea, la masa de la region
considerada estda dada por pAzAy. Luego por la segunda ley de Newton se tiens

il | il
7(g * ) =Pt

v por procedimientos similares a los utilizados para una dimension, se obtiene la ecua-
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cion de onda en dos dimensiones

oo (5+53)
ot drt oyt

(2.19)

dundelamnﬂt-&ntﬂt.r=\/’§ﬁslaveluﬂidad.

Claramente las condiciones iniciales asociadas con {2.19) son la posicidn v la velocidad

Uz, y,0) = Ulz,y),
2,20
%[my-ﬂ) = Viz, v} .

Las condiciones naturales de borde para la membrana supenor del tambor serian las
condiciones sobre W(x, y, t) para puntos {x,y) sobre el anillo o borde del tambor
Wiz, y,t) = Wiz, y) (2.21)

con (x, y) sobre el borde.

Normalmente se tiene Wi (z, y) constante, en cualquier otro caso indicaria que el anillo
o borde del tambor estd torcido. Como en la seccidn anterior, el valor de ¥ sobre el
borde es lamado Condiciones de Borde de Dirichiet.

Si faltase una parte del anillo o borde del tambor, dejando una parte de la membrana
libre para moverse o sacudirse, un andlisis detallado (el cual se omite) muestra que el
gradiente de ¥ en la direccidn n normal al borde libre serd cero

nVlir, y t)= %fr,y, £y =10, (z,y) sobre el borde

La especificacidn de ﬁ sobre el borde constituye una generalizacidn de la condicién

de pendiente sobre %-—; en el problema de la cuerda (ver seccién 2.1 ecuacidn {2.15)).
En efecto, una relacion de la forma

aV¥iz yt) = g[x,y,t} =W, (z,y) sobre el borde (2.22)
es conccida coma una Condicidn de Borde de Neumann en dimension SUPETIOT.

La Condicidn de Borde de Robin se forma al tomar una combinaciém lineal de ¥ y an
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derivada normal sobre el borde
al
aV¥(z,y,t)+ 08 E{z, y,t) =Wy, (z,y) sobre el borde {2.23)

Esta puede ser usada para describir un anillo o borde del tambor “flexible” para la
membrana sobre el borde superior del tambor. O

Ejemplo 2.2.2, Otro fenémeno importante regulado por la ecuacién de onda es el
campo electromagnético. Este estd representado por las ecuaciones de Marwell para el
campo eléctrico B v flujo magnético B en un medio fuente con una constante dieléctrica
£ v permeabilidad

V.E=0 (2.24)
ab
? x E = _"-I'i {E.EEJ
V. B=0 (2.26)
a5
Vo E—#EE {2.27)

Se puede mostrar con el dlgebra vectordal que cada componente rectangular del vector
E satisface la ecuacién de onda

%E— 5 Flsv’ﬁb = VI (2.28)

con velocidad v = ~1—£ {para mayor informacién sobre ofras expresiones, relativas
a P

a electromagnetisme, que satisfagan la ecuacidén (2.28) ver Jackson [22], Panolsky v

Phillips [27] ¥ Ramo y otros [29]). Esta ecuacién podria considerarse en una, dos o

tres dimensiones, asl veremos como serfan unas condiciones de borde apropiadas para

el caso de ires dimensiones.

En primer lugar, los valores iniciales para E y B deben estar dados como parte de
las especificaciones para un problema electromagnético con valores iniciales. Ast s1 ¥
representa una componente del campo eléctrico en {2.28), ¥{x, 0} estd dada directa-
mente. Entonces para encontrar a — en { = (), simplemente se toma ¢l rotacional del
Hujo magnético inicial B vy aplicamos (2.27).

Las condiciones de borde en los problemas electromagnéticos son usualmente asignados
a lo largo de las paredes conductoras. 5i la conductividad es modelada segtlin el infinito,
entonces las referencias Panofsky y Phillips [27] y Ramo y otros |29) muestran cue
cualquier componente del campo eléctrico dentro del conductor mismo debe ser cero. En
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consistencia, con la ecuacion (2.25) se requiere que, cercano a la pared, la componente
de [ tangencial al borde de la pared sea cero. Asi cuando ¥ representa una componente
de un campo eléctrico paralela a una pared conductora, satisface la Condicidn de Borde
de Dirichlet

P(r,t) =0 a lo largo de la pared. (2.29)

La condicidn de divergencia (2.24), aplicada en la préximidad de una pared conductora,
iguala la derivada normal de la componente normal de £ con la derivada tangencial
de las componente tangenciales, Como estas dltimas son cero a lo largo de la pared, se
tiene la Condicidn de Borde de Neumann

%[r, t}) =0 a lo largo de la pared (2.30])

stempre que ¥ represente una components de un campo eléctrico normal a una pared
conductora.

En particular se considera el cubo representado en la figura 2.10 y se supone que el
campo eléctrico dentro de él tiene solo componente vertical, es decir, F = ¥k,

E—wk &l
i
i’/",,,~1r=|n

0 =10<— S T —0
2

e
oz

Figura 2.10: Campo eléctrico dentro del cubo.

De las ecuaciones de Maxwell s2 puede mostrar que cualguier componente de E satisface
la ecuacidn de onda de tercera dimensidn

rv _ow Fw  Fv
gt 8at By Bt

Ahora referente a las condiciones de borde, s tiene que como W es tangente 4 las 4
caras verticales entonces ¥ = () en e=as caras. En la cara superior, el campo eléctrico
es normal, luego no se tiene la misma condicién. En este caso la divergencia del campo
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eléctrico dentro del cubo es cero (V. E = (1), es decir, no hay fuentes. Esto significa que

a a a

—Fe+ —Ey+ —E; =10 2.31

Bz " " By T ¥ a8z (231)
luego en la cara superior las componentes x e y del campo eléctrico son cero, asi también
sus derivadas parciales; v la condicién en la direccién z no es cero, pero su derivada

anmial g lo es (2.31). Por lo tanto, las condiciones en la cara superior e inferior son
E = EI.

80 termina afirmando que, dentro de una cavidad cibica, ¥ generalmente obedecera
condiciones de Dirichlet a lo largo de partes del borde y condiciones de Neumann en
oiras partes del mismo {Lmr condiciones de Robin surgirdn cuando lo conductividad sea
Jindla). O

Resumiendo lo hasta ahora descrito en estas dos secciones, vemos que la ecuacidn de
onda representa lag vibraciones de una cuerda, la parte guperior de un tambor vibrante
y campos eleciromagnéticos. Ahora bien, se puede generalizar la ecuacién como

3

= V'V (2.32)

donde el Laplaciano V? puede ser de una, dos o tres dimenstones. Haciendo un simple
cambio de escala de ™" por®uvt” se obtiene una forma no dimensional de la ecuacion

%? = Vig (2.33)

la cual se usara de aqui en adelante.

Para conseguir una solucidn de (2:32) o (2.33) univocamente se debe especificar las
condiciones iniciales
Tir,0) v E[-r ]
I ﬂt L]
dentro del dominio que se tenga. 51 ese dominio tiene fronteras finitas, entonces sobre

cada porcion del borde o frontera una de lasg tres Condiciones de Frontera I:ﬂ-ir:'.ch{et;
Neumann o Hobin) también debe ser especificada.

2.3

Ejercicios

Ejercicio 2.3.1. Utilice la ecuacién (2.24) para encontrar una solucién al problema de
valor inicial:



2.4, Ejercicios ar

i & o

1 B "5:;:1- Wz, 0) = senz, aﬁ{:,ﬂ]:lmnﬂ{:c:mi}ﬂ.
g*r G ol

2, — T a;,ﬂ!{ x,0) = =1 — ), E{x;ﬂ}=sﬂn2ﬂxmnﬂ-{x{1,t}l}.
b G iy

3. _Hﬂ'tz_wﬂ:i:*' Wz, 0) = sen’s, ﬂi[x,ﬂ}—1—nm:mﬂ{m-=:w.tlﬁ-ﬂ-

PY P ; au
4z =45 Ur,0)=ri(r-1), Z(@0)=0con0<z<w, t>0

Ejercicio 2.3.2. Cuales condiciones son necesarias para gue las funciones U v V' en
(2.20) puedan garantizar que solo las ondas que se mueven hacia la izquierda serdn
excitadas por las condiciones iniciales,

Ejercicio 2.3.3. La ecuacidn de onda no homogénen

o A
i i L

aparece si fuerzas distintas a la de la tensién son consideradas en la cuerda. 8i k es
conocida para todo x y { Muestre que

== o fop—y] =]

e una solucion de dicha ecuacién no homogénea,
Ejercicio 2.3.4. En B? se introducen las coordenadas cilindricas
T = pcosd, T3 = psenf, r; = z.

Muestre que la ecuacidn de onda en tres dimensiones se convierte on

1_@(@) 1 & ﬂiﬁr ]
2o\ 8 ) T F R T EE T BB

=0 (el)

51 W no depende de () ¥ z, entonees la ecuacidn (el) se convierte en la ecuacion

14 o P!
;a("ﬁ)‘ﬁﬂ (¢2)

Ejercicio 2.3.5.

1. Mostrar que cada componente del campo eléctrico E satisface la ecuacion de onda
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(2.28). (Ayuda: utilizar el rotacional de la ecuacién (2.25) v combinarlo con las
ecuaciones {2.24) v (2.27).

2. Mostrar que cada componente de la densidad de Hujo magnético B también
satisface la ecuacidn de onda [22&}

2.4
La Ecuacian del Calor

En todos los procesos naturales de termodinamica, el calor fluye desde puntos a altas
temperaturas a puntos a bajas temperaturas. La razon del flujo del calor es controlada
por ¢l gradiente de la temperatura VO(r t). Se establece la mazdn del flujo del color
por un vector gir,t) conocido como el flyjo del calor; en cualquier posicidn r apunta
en la direccion del Hujo del calor, ¥ su magnitud iguala la razdn con la cual el calor es
conducido a través de una unidad de drea normal a la direceidn del fujo.

La ley de Fourter, una observacién experimental postula que g es proporcional a VW
g=—kV¥ (2.34)

donde k es la conductividad térmica, v el signo menos surge porque el flujo del calor
va de derecha a 1zquierds, es decir, de lo caliente a lo frio.

o lAs
a_—__._"
A
Ax
{2, y, 2)

Figura 2.11: Calor que Quye dentro de la caja rectangular.

Coonsidera, ahora, la velocidad a la que el calor fluye dentro de la caja rectangular que
se muesitra en la hgura 2.11. Para la cara fzquierda, el Ares del corte transversal es
Aydz v el calor entra a una velocidad

_ W=y, 2)

B Ay Az
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Una formula similar da el flnjo de calor fuera de la cara derecha, pero con x remplazada
por = + Ax. Luego, la afluencia de calor a través de esas dos caras es

W (r + Ax,y, (z, y, i
-k (= 5n yz}ﬁyrﬁ.z—k—[g:—ﬂﬁyﬁs##?ﬁm&y&z.

Sumando las contribuciones de las otras cuatro caras encontramos que la razdn del
flujo del calor dentro de la caja es

k(ﬂ‘!l‘ Fign S

pove + a7 + 35 ) Az Ay Az = kV*T Az Ay Az (2.35)

Ahora el efecto de ese calor de entrada es una subida de la temperatura de la caja.
El calor especifico ¢ de un cuerpo es la cantidad del calor requerida para elevar la
temperatura de una unidad de peso por un grado. Por lo tanto, si p denota la densidad,
la razon del flujo del calor de la ecuacién (2.3D) genera una subida en la temperatura

a razom de
ok N oL N ol aw
k (Ex* - o + ﬂx“‘) ArAyAz= cp&zﬁyﬁzﬁ
o
= vl (2.36)

donde n = L2 e la difusividad térmica. La ecuacidn (2.36), se conoce como La Eeuacidn
L™
del Calor.

Ejemplo 2.4.1. Dada la ecuacion diferencial parcial

il i aw
— e P e e L[ = 3T
73 o TAg TeV=0 (2.37)

Se aplica un pequefio cambio de la variable dependiente para transformarla en la ecua-
cidn del calor. Sea el cambio de variable

Tz, t) = vz, t)elCortCrs) (2.38)

donde los valores de C5 v £y deberdn ser encontrados de manera que la nueva variable
satisfaga la ecuacion del calor. Asi

av a
= s (ﬂ—j + G

2 _ e (% 4.)
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a:.ll | W &EH ﬂI"I i
5 = glFottC :I(&z:* I'Eﬂlé:l; b -ﬂli:.-)

Ahora, sustituyendo estas ecuaciones en (2.37) ¥ no considerando la funcién exponen-
cial, ¥a que nunca se anulard, se obtiene

%—{zﬂ, +4}% —zgti+ (Gi® +4C; — 20, +6) v =1

Donde los coeficientes (205 +4) ¥ {5-12 + 40y — 20+ ﬁ;l deben ser iguales a cero, por
lo tanto, al resolver esas ecuaciones se tiene que Oy = 1 y € = —2. De esta forma el
cambio de variable (2.38) serd

W(z, 1) = vz, the!" ™

v la ecuacidn del calor a resolver es

[

Ahora, deberiamos preguntar qué condiciones serjan necesarias para determinar una
finica solucidn para la ecuacidn {2.36). Fisicamente, es facil de ver que ¢l conocimiento
de la razdn de crecimiento de la temperatura es sole Gtil si se conoce la temperatura
inicial. De esta forma la ecuacion (2.36) debe ser ampliada con las condiciones iniciales

¥{r, 0) = Fir) (2.39)

para alguna funcidn F' dada.

También rara vez se menciona que el calor Buve en cuerpos infinitos, asi algunas con-
diciones de borde son necesarias para deseribir la interaccidn térmica del cuerpo con

su medio ambiente. La Condicidn de Borde de Dirichlef es la especificacion de la tem-
peratura ¥ sobre la superficie del cuerpo

Wr,t) = G(r), r sobre el borde (2.40)

donde 7, es un perfil superficie-temperatura mantenido por las fuentes de calor. Por
ejemplo, cuando el borde de la superficie tenga una temperatura constante Tp, asi
7y = 0} {Es posible que (7 sea dependiente del tiempo, pero se ignora esa complicacién
por ahora).

5i se sabe la razdn mediante la cual el calor flaye a trawés de la superficie, entonces de
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acuerdo a lg ley de Fourter la componente normal de KV es determinada alli. Esta
es ln Condicidn de Borde de Neumann

nV¥ir,t) %{r, ) = (3z(r}, r sobre el borde (2.41)

Por cjemplo, si una porcidn de la superficie estd térmicamente aislada, entonces Gy =0
€n csa porcidn,

51 la superficie esta rodeada de una temperatura ambiental uniforme ¥y, pero el mate-
rial aislante filira, entonces la razon de cambio del flujo del calor serd aproximadamente
proporcional a la diferencia entre la temperatura en la superficie del cuerpo v la tem-
peratura exterior

uﬁ:ﬂ% = (¥ = W)

donde n indica la direccién normal a la superficie del cuerpo. Asl se tiene un ejemplo
general de una Condicidn de Borde de Robin

al(r,t) + ,&%[r, t) = Gslr) (2.42)

donde, para nuestra interpretacion anterior, a=C, § =k y Gi(r) = —C¥y,

De esta manera, en ¢l terreno fisico queda demostrado que la solucidén de la ecuacién
del calor (2.36) estd completamente determinada por la asignacién del perfil inicial de
temperatura en ol interior del cuerpo v las especificaciones de borde en todos los puntos
de su exterior,

Ahora se comprueba que algunas de las propiedades matemdticas de la ecuaciém del
calor pueden ser deducidas de la férmula del Laplociano
_&f &f &f

Vif= o g Syt +33 (2.43)

Evidentemente V? f es una generalizacidn de la segundas derivada de una funcién de
una wvariable. Por lo que se conoce, ésta determina la concavidad o convexidad de la
funcidn; 81 f* > 0 entonces la grafica de f es concava hacia arriba, y si f* < 0 la grdafica
es concava hacia abajo, ver figura 2.12.
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Figura 2.12: Concavidad de la funcidn f.

En otras palabras, en una regién donde f" < 0 el valor de f en un punto x estd situado
arriba de la linea secante que conecta los valores de fen v+ Az vy z — Axm

x+ Az + flx — Ax)

fey > Lzt an s

(244}

v cuando f* > 0 ocurre lo contrario. La medida en la que f en z excede el valor
promedio de [ en los puntos cercanos z + Ar v  — Az, como podemos constatar
en la ecuacién (2.44), parece en la figura 2.12 ser proporcional al valor negativo de
la sepunda derivada (= f"{z)). Claramente al considerar una aproximacion fnita para
/"(x) se puede ver

NN (ffr+ Az) - f(z)  flx) - flz - azzl)

Az Ax Ax
_ _ flz+Ax)+ flz— Ax)\ 2
- (f (=) 2 ) Azt

Asf se aproxima la ecuacion del calor de primer orden [2.36) por

o _ %
gt ot
(2,45}
s qM(_{{;] ﬂ”*‘ﬂ“’};“?“m?)r

donde las derivadas parciales, en realidad son derivadas totales, v M = %; esto da la
signiente interpretacion fisica: la temperatura en un punto r cae o desciende a una razon
de cambio proporcional a la diferencia mediante la cual f'(z) excede la temperatura
promedio de sus puntos vecinos. Note ademés que =i la mixima temperatura en el
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ticmpo ¢ ocurre on ol punto x, entonces EJ{ < ) en ese punto. Esta obscorvacidn es la
base del Principio del Mdzimeo de la Ecuacidn del Calor.

Ejemplo 2.4.2. Consideremos la fdrmula
1 0 , gl .
7= Lﬂ Fir) o dr (2.46)

la cual define una solucidn explicita de la ecuacidn del calor en una dimensidn sobre
todo el gje X (—oo < x < +o0). Recordando que la ecuacidn del calor en una dimensidn
5

W, b)) =

8y P

a o
asi al calcular las correspondientes derivadas en la ecuacidn (2.46) tenemos

_ --.:1 [Idu-}“_) .
T 4ﬁf roge = (S —1) o
... 1 [ e (—(z—7)
50 =gz [ Fo e F (F550) an

i 3 1 - _fe—r® f(x—7)? K
Bt = = ”ﬁ/_—; Fr)e Lm"f( . 1) dr,

W

¥ al multip]i-l:a.r esita ltima ecuacion por 5 se comprueba que la ecuacidn {24&} e la
forma de la selucitén de la ecuacion del calor en una dimension.

25
Ejercicios

Ejercicio 2.5.1. Encontrar el cambio de la variable dependiente que reduce la ecuacion
diferencial parcial
P ﬂﬂ' aw
- 4 B =
oy d 2 En +8 0

en la ecuacion del calor en una l;llmtmmmn.

Ejercicio 2.5.2. Encontrar la solucion del problema de valor inicial para la ecuacion
del calor

Eat._llr_%:ﬂ; =0 < x 00, E>0

Tz, 0)=g¢lx), —oo<z<+o00
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gl la temperatura inicial es dada por

i) = [J—; six <0

da sz

Ejercicio 2.5.3. La funcion error ocurre muy frecuentemente en la teoria de probabi-
lidades y ella viene dada por

erf{z) = %fn E_ﬂjdﬂ

Para ella existen tablas de valores, en particular ef{oc) = 1. Luego exprese la solucidn
del ejercicio anterior en términos de la funcidn error,

2.6
La ecuacidn de Laplace

En el munde fsico podemos ver que todos los sistemas térmicos evelucionan en el
tiempo hacia un estado estacionario o de equilibrio en el coal la temperatura ¥ o
independiente del tiempo. Cuande el tiempeo tiende a infinito, las soluciones de la
ecuacidn del calor

% = Vil (2.47)
tienden hacia una forma estacionaria; estas soluciones de equilibrio entonces satisfacen
la forma independiente del tiempo de la ecuacidn {2:47), la cual es conocida como la
ecuacion de Laplace

ViB{r) =0, (2.48)

Las soluciones independientes del tiempo de la ecuacion de onda, claramente también
gatisfacen la ecuacidm de Laplace. Esto nos permite tener a nuestra disposicidn un
nimero de analogias fisicas para invocar en €l estudio de la ecuacion (2.48), tales como
perfiles de temperatura estacionaria, parte o cara superior del tambor en equilibrio,
y campos electrostétivos. Por otra parte, notemos que, aunque fisicamente las ondas
ttenden a desaparecer debido al amortiguamiento v esto condoce & soluciones de la
forma (2.48); matemdticamente, sin embargo, no hay amortiguamiento en la ecuacidn
de onda, asi sus soluciones dindmicas no evolucionan en soluciones de la ecuacidn (2:48).
(ver ejercicio 2.3.3 de la seccidn de gjercicios 2.3)

Las soluciones de la ecuacidn de Laplace (2.48) son conocidas como funciones armémni-
cas, las cuales desempefian un papel fondamental en el estudio de funciones analiticas
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de variable compleja (Saff ¥ Snider [11]). Dado que estas soluciones no dependen del
tiempo, las condiciones iniciales no son necesarias v solo se especifican las condiciones
de borde para determinar una solucién inica. Los tipos basicos de condiciones de bords
son los mismos que se mencionaron para las ecuaciones de onda y el calor (Dirchlet,
Neumann y Robin).

Usnalmente condiciones de Dirichlet son especificadas para el potencial eléctrico, esto
&5 constante sobre las paredes conductoras, ya que alli la componente tangencial de su
gradiente F es cero (recuerde la ecuacidn (2.28) de la seccidn 2.2).

El problema con solo condiciones de Neumann en donde el valor de %I' estd determi-
nado sobre toda la superficie del dominio de la solucion es realmente raro. Sin embargo,
notemos que s Wi(r) es una solucidn de

Vi¥(r) = 0 dentro de D,

o0 (2.49)
i Cx{r) sobre el borde de D;

oatonces
=1 4k,

siendo k una constante, también resuelve la ecuacion (2.49), para cualquier valor de
k. Las soluciomes del problema con solo condiciones de Neumann para la ecuacion
de Laplace estin unicamente determinadas salvo constantes, Una explicacion de este
hecho se debe a que la ecuacion (2.49) describe un problema de flujo de calor, pero los
unicos datos dados explicitamente se refieren a la razdon de cambio del flujo de calor
(los valores de G(r}), es decir, no hay referencia a los valores de la temperatura. Asi, no
hay manera de decir que temperatura esta siendo tomada cuando el nivel es cero. Por
esta razon, W solo estd definida, en tales situaciones, dependiendo de una constante,

Ahora vamos a escribir algunas soluciones de la ecuacidn de Laplace de dos dimensiones
aprovechando su similaridad con la ecuacion del calor:

Ro L

Laplace: 5 4 e =1y
Fv 1 P
Eﬂ]m": E—Eﬁt—{=n

Ellas serdn realmente equivalentes si nosotros cambiamos "' por “y" y escogemos
la velocidad igual a la unidad imaginaria “i" (¥ = —1). De esta forma, va hemos
visto (seccién 2.1) que cualguier funcidn, dos veces diferenciable, de la forma f{z+vt)
(o f(z — vt)) resuelve la ecuacidn de onda; entonces cualquier funcién de la forma
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flz +iy) = f(z) resuelve la ecuacién de Laplace, si f(z) ¥ su primera y segunda
derivada son funciones bien definidas de la vanable compleja z = o+1y. Estas funciones
de variable compleja son el centro de la teoria de las funciones analiticas, v en los
ejemplos que discutiremos a continuacion presumimos alguna familiaridad con la teoria
bésica de las funciones analiticas. Cuslquier referencla, consultar Saff y Snider [20].

Ejemplo 2.6.1. Consideremos la funcion analitica f(z) = 2*, Su derivada f'{z) = 22
esta realmente bien definida. Entonces como funcion de x e y satisface la ecuacion de
Laplace.

Bi £ = r + iy entonces

2 = (z* — ) + i(2zy);

v por lo tanto
V2 [] = V2 (2% — ) + i(2ay)] = V2 (5 — *) + iV2(2ey)

de esla manera podemos hallar separadamente las derivadas parciales

g;[r:—y*] =1, ai:-i[:“—-f}-——ﬂ
= (a =) = -, %{r“—f] il

2y =2y, 25 () =0
o am) =20, g (2m) =0

por lo tanto
Vi —¢") =0y V¥2my) =0,

lo cual implica que

V() = V2 [( —?) +i(2m3)] =0.

Este resultado también podria ser expresado como que f{z) = z* es una funcién armé-
nica.

Ejemplo 2.6.2. Consideremos ahora la funcién f(z} = log 2. Claramente esta funcién
también es analitica, excepto para los valores donde & es un niimero real negativo; v

su derivada es f'(z) = =
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Asi

Fiz) =log|z| +iargz =log (ﬂ} g (E}

T

Aplicando un procedimiento similar al del ejemplo anterior tenemos que:

o s (V)] - i g e (V)] - e
ol () - e 2l (V) -
wle @l-st  alO)-wr
sl @il Ql-w

por lo tanto
7 flon (VA=) } =0 v (2} =0
¥ a5l s2 cumple gue
Viogz =10,

decir, f(z) = log z es una funcidn arménica. O

Deberia ser claro de estos gjemplos que la parte real v la parte imaginaria de una
funcion analitica f{z), por separado, satisfacen o resuelven la ecuacidn de Laplace.

Ejemplo 2.6.3. Consideremaos la ecuacitn de Laplace VAW = () con las condiciones de
borde de Dirichlet indicadas en la figura 2.13; ahora queremos encontrar una funcidn
fque sea constante para cada circulo, ¥ también arménica entre los circulos que [orman
el borde de la regidn que estamos considerando.

¥=1

Figura 2.13: Ecuacidn de Laplace V¥ = () con condiciones de borde de Dirichlet.
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Sabemos que la coordenada polar r = m tiene un wvalor constante en cada
circulo centrado en el origen, v por lo tanto también serd constante cualquier funcion
que dependa de r; por otra parte en el ejemplo anterior vimos que la funcidn logr es
arménica, asi podemos considerar la funcidn

logr = Re(log z)

como la que satisface las condiciones que queremos. Ademds por la naturaleza de la
ecuacion de Laplace cualquier combinacidn lineal de la forma

¥(r,y) = Alogr+ B

también satisfacera las condiciones requeridas, Luego sustituyendo los {;nn‘&!ﬂpﬂhdiental
valores tememos el siguiente sistema a resolver:

Alogl+ B =1
(2.50)
Alog2+ B=41
Resolviendo este sistemoa de ecuaciones tenemos que B=1y A = % . Asi la solucidn

viene dada por
Wiz, y) = ——logr + 1
¥ " log?2

—a-—lug (m) + 1.

 log?2

Ejemplo 2.6.4. Conzideremos las condiciones de Dirichlet demarcadas en los bordes
de una cuna, como vemos en la figura 2.14. Vamos a buscar una funcion armonica que
satisfaga tales condiciones, para ello vamos a usar el angulo en coordenadas polares
A, trasladado al origen zp = 1 + 2%, va que cada linea recta en la figura 2.14 esta
representada en coordenadas polares por # igual a una constante.

Figura 2.14: Condiciones de Dirichlet en los bordes de una cuna.
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La funcién representada por el Angulo en coordenadas polares § = tan™ (g) a5 cla-
ramente armdnics, en esa region, por que ella es la parte imaginaria de la funcidn
analitica

fiz) = log(z — z).
18

Asi, sl adaptamos Af + B a las condiciones de borde encontraremos que A = = ¥
B = -2, luego la funciom buscada serd

1
¥ix,y) = ?EE — 2

:l—E-l&ﬂ'](y_E)—E.
T =1

El hecho de que uno de los bordes de la cufia tienda a infinito y en el cual no hay
establecidas condiciones de borde, suglere la posibilidad de que haya otras soluciones
a este problema. En el ejercicie 2.7.3, de la seccidn 2.7, se vera que este es realmente
el caso.

Fisicamente, podemos pensar que la figura 2,14 tiende a modelar el perfil del equilibrio
de temperatura en una muy larga, pero finita, cufia; v es claro que esa temperatura no
serd univocamente determinada hasta que no establezcamos control del proceso térmico
en la parte de la cufia no acotada. Esto sera analizado mas adelante. O

Una de las mas importantes aplicaciones de las funciones analiticas en resolver la
ecuacion de Laplace es la fédrmula de Poisson, la cual da los valores de la funcidn
arménica ¥ dentro del cirenlo de radio R centrado en el origen, en término de sus
valores F' (R o) sobre el borde del eireulo,

W(z) = ¥ (re®)

R #n F(Re®) (2.51)
T 2q fnﬂi+r1—2rﬂms{¢r—ﬁ'}#

Asf la ecuacion (2.51) es una formula universal de solucidn para el problema de borde
de Dirichlet en el circulo, v 81 evaluamos esta ccuacion en v = U encontramos que

o
w(0) = %L F (Ra*) do (2.52)

v esta ecuacién muestra que el valor de cualquier funcidn armdnica en el centro del
circulo es igual al promedio de sus valores sobre el borde del mismo. Esta Propiedad
del Valor Medio reafirma nuestra interpretacion del Laplaciano como una medida de
la diferencia entre el valor de ¥ v el promedio de los valores de sus puntos vecinos (ver
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ecuacion [2.45) en la seccidn 2.4), ya que si V*¥ = () no hay diferencia.

Ahora suponga que r es un punto interior, en ¢ cual hay un méximo, para la funcidn
armonica .

iComo puede el valor mas alto de temperatura ser el promedio de los valores de sus
puntos vecines?

La tinica posibilidad de que esto ocurra es que W tome siempre su mas alto valor en el
interior, es decir, ¥ es una temperatura constante. Esto es conocido como el Principio
del Mdrime para Funciones Armdnicas.

Definicién 2.6.1 (Principio del Miximo para Funciones Arménicas). 57 una funcidn
armdnica alcanza su mdzime o minime valor en un punfo interior de su dominio,
entonces este valor serd constante para fodo el domindo. Por defecto podemeos decir que
ung funcidn armdnica siempre foma sus valores mdzimos o minimos sobre el borde del

dominio de la funcidn.

Asi es evidente que no puede haber “puntos mas calientes™ en el interior de un cuerpo
en equilibrio térmico, porque el calor se deslizaria desde esa posicion.

Ejemplo 2.6.5. Consideremos los bosquejos de la familia de isotermas que se podrian
ver en una posicidn de equilibrio de una plancha de metal con temperatura en los
bordes mantenida inicialmente segun se muestra en la Bgura 2,15

ﬁi S iSRS TE‘ _.-
57 [rrrererariernarrernarye E u'ﬁ_f' .

u‘ll

Figura 2.15: Familia de isotermas en una posicidn de equilibrio de una plancha de metal
con temperatura en los bordes mantenida inicialmente.

2.7

Ejercicios

Ejercicio 2.7.1. Comprobar que las funciones f(z) = 2* v gl{z) = ¢* son funciones
ATTNONICAS,

:j]_llli

Ejercicio 2.7.2. Mostrar que la funcion u = (z* + 3"+ 2%)"" es armdnica en B*

excepto en ol origen.
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Ejercicio 2.7.3. Sea la variable compleja z = x + 1y v consideremos la funciom f
definida en R? por

1
Ficiim Re (e?) si (z,¥) # (0,0)

0 si (z, ) = (0,0}
Musstre que f satisface la ecuacidn de Laplace en tode B* v que f no es continua en
el origen.
Ejercicio 2.7.4.

1. Comprobar que la solucidn del problema de Dirichlet del ejemplo 2.6.4 es una
funcién armdmnica.

2. Mostrar que si Wylz, y) es una solucidén del ejemplo 2.6.4, entonces también lo ex
Wz, y) + Im (2 — 2 —i)%],

donde f'm representa la parte imaginaria de la expresion compleja correspondien-
te.

3. Mostrar que si Wy {z, v} es una solucién del ejemplo 2.6.4, entonces también lo es
¥z, ) + Oz — 2 =)™,

para cualguiera constante O v entero positive n.

Ejercicio 2.7.5. Resolver el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace mos-
trado en la figura 2.16

=10

Figura 2.16: Problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace.

Ejercicio 2.7.6.
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1. Encontrar una solucion a el problema de Dirichlet para la ecuacion de Lapla-
ce mostrado en la fgura 2,17 (Ayuda: utilice una combinacion de las funciones
complejas argl{z — 1) y arg(z + 1)

Vig|=0

i N, S (. s

Figura 2.17: Problema de Dirichlet para la ecuacidn de Laplace.

2. Mostrar que si ¥[x, ) es una solucién del problema de la figura 2.17, entonces
también lo es

¥z, u) + Cy,

para cualguier constante O,

Ejercicio 2.7.7. Usando solo su intuicidn, bosqueje la familia de isotermas que debe-
riamos esperar ver en la posicidn de equilibrio de una plancha de metal con temperatura
en los bordes mantenida inicialmente como se muestra en la figura 2,18, Cuidado con
no violar el Principio del Masimo para funciones armdnicas.

L0g* A" r i
=Th" L25T
""5"". mr --'}" I|J-|"|"-.. J-:':.;"
Ein =7 [
g 150” s
(=) (b) (d}

Figura 2 18: Plancha de metal con temperatura en los bordes mantenida inicialmente.

28

Clasificacion de las ecuaciones de segundo orden

Hemos visto que las ecuaciones diferenciales parciales lineales tales como las ecuaciones
de onda, calor v Laplace surgen en diversas situaciones fisicas, y de ellas podemos anti-
cipar rmuchas de las cualitativas diferencias entre el comportamiento de sus soluciones.
Esto produce que esos aspectos cualitativos v diferencias persistan cuando la ecuacidn
eata modificada en ciertas formas, v pueden clasificarse en clases mas generales de
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ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden como casi-onda”, " cesi-calor” o

" casi-laplace”,

Las bases para el esquema de clagificacion recaen en la similaridad entre la estructura de
las respectivas versiones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden v la estructura
de las ecuaciones de las secciones conicas. 5i nosotros, para la ecuaciom de segundo
orden, hacemos los cambios de y = v en la ecuacidn de onda, y = 5t en la ccuacion
del calor, y dejamos la ecuacidn de Laplace intacta, tendremos

Freial 0 (Eeuacidn de la onda), (2.53)
ik S .

..EIT.E = ﬁ =0 (Fenacion del calor), (2.54)
kS ol :

g7 + gz =0 (Beuacidn de Laplace). (2.55)

v comparando estas ecuaciones con las ecuaciones de las secciones conicas

ar’ — ¥ =e¢ (Hipérbola), (2.56)
ar® —by =¢ (Pardbola), (2.57)
ax? +by? =c (Elipse), (2.58)

podemos observar similaridad en los signos ¥y exponentes.

Esto nos conduce a presentar la siguiente clasificacion: la ecuacion de onda es del tipo
hiperbalico, la ecuacion del calor es del tipo parabolico ¥ la ecuacion de Laplace es del
tipo eliptico.

Recordemos de la geometria analitica elemental que la ecuacion general de una seccidon
comica
ar* + by + o +dz ey + f=0 (2.59)

puede ser reducida & una de la forma (2.56), (2.57), (2.58) mediante una transformacién
lineal
z=Azx+ By, ¥ =Cz+ Dy {2.60)

sepuida por una substitucidn de ¥ = ' + FE, y" = ¢ + F. La forma particular (2.56),
(2.57), (2.58) depende sobre el signo del discriminante 4(6* — ac) = 4A:

» si & > () la seccién es una hipérbola,
e 5 A =1 la seccion es una pardbaola,

o 5 A < 0 la seccidn es una elipse,
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De acuerdo a esto podemos generalizar nuestra terminologia tal que la ecuacion dife-
rencial parcial general de segundo orden en dos variables

A aﬁw a’w aw
e TR T R Rt ay

es del tipo hiperbdlico, parabélico o eliptico si A es positivo, cero o negativo, respec-

+Jl"1ll' +g=10 (2.61)

tivamente.

Se puede mostrar que la ecuacion diferencial parcial (2.61) puede ser reducida, por un
cambio de variables lineal {2,80), a una ecuacién donde en el lado izquierdo es de la
forma (2.53), (2.54), (2.55) de acuerdo al signo del discriminante A; v el lado derecho
contiena solo dertvades de ¥ de orden cero o uno.

Una de las conclusiones fundamentales de la teoria de ecuaciones diferenciales parciales
es que la mavoria de las propiedades importantes de las soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales parciales lineales depende solo de la forma de los términos de orden superior
gue aparezcan en la ecuacion, en este caso serian los términos de orden dos.
Estos términos forman lo que es conocido como la parte principal de la ecuacidn. Asi
la parte principal de la ecuacidn diferencial parcial {2.61) serd
oy i i il
P(E,E)—EF'FEE—EF EE.EE}

Ahora es posible escoger un cambio de variables lineal del tipo (2.60)

w=ulx, ¥}, v="rv(z,y) (2.63)

de tal manera que las nuevas funciones u v v sean localmente invertibles, ademés de
clase C* v su Jacobiano distinto de cero, es decir,

J = vy — ug, # 0

Utilizando la regla de la cadena v agropando los correspondientes términos transfor-
mamos la parte principal (2.62) en la ecuacion de la forma
i i | i
—_— 42 + + R 264
0 it + .H Fuih ¥ (2.64)
donde R indica términos de orden cero o uno, lo cual implica que la parte principal de
la ecuacidén transformada es

n{?w+2.ﬁ ok +v¥

o7+ 285 (2.65)
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ot e '
a=a-- +2!JBIE +Eﬂ'y (2.66)

ﬂuﬂn auau fu Hu Hu fu
i T dv v out
T=ag +he ot (2.68)

Luego haciendo uso de las ecuaciones (2.66), (2.67) v (2.68) podemos establecer la
importante relacion

G — oy = (BF — ac) (ueny — uyt ) (2.69)

=AJ (2.70)
donde A’ es el discriminante de la ecuacién diferencial parcial en las nuevas coordenadas
Uy
Ahora podemos considerar la ecuacidn

a2y + 22,2, +exl =0 0 Plx,2) =0,

la cual es llamada la ecuacidn caracleristica de la ecuacidon diferencial parcial general
de segundo orden en dos variables (2.61); v las curvas de nivel z(x,y) = constante,
que satisfacen la ecuacion caracteristica reciben el nombre de curvas caracteristicas o
simplemente carmacteristicas.

Ahora podemos emunciar el siguiente teorema que nos serd de utilidad para resolver
algunos problemas.

Teorema 2.8.1. La curva de nivel z(z,y) = constenie, €5 una coracterisiica de la
ecuacidn (2.61) s y sdlo si dicha curva de nivel es una solucidn de la ecuacidn

ga— —2——4c— =10 (2.71)
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la cual es equivalente a

dy* dy
ezt —BFL om0, (2.72)
La demostracién de este teorema no es la intension de este libro, pero el lector interesado
puede revisar DuChateau v Zachmann [14]. Sin embargo, notemos que al resolver la
ecuacion de segundo grado presente en (2.72) se tendrd que
dy b+ VB —ac

dr a

Ejemplo 2.8.1.

1. Sea la ectuacion
W, — 6, — 8, + ¥, =0.

Claramente vemos quea =2, b= 3, ¢ = -8 | asl ¢l diseriminante A = 25 > 0
por lo que la ecuacidn serd hiperbdlica. Ahora utilizaremos el teorema 2.8.1 ¥ su

CONSEcUEncia para ver que ;—di =3 3:53 lo cual nos da dos =oluciones 4 y —1.
Ahora resolviendo la ecuaciom diferencial de variables separables obtenemos las
soluciones lineales

dr — y =cte v x4+ y = cte,
las cuales son las caracteristicas de la ecuacion.

2. Sea la ecuacion
ETT*E +EE;+!II'IIII£-I +HE':"1;'“='}

En este caso se tiene a = ™, b=¢""¥ | ¢ = ¢, Iuogo
A= [ue"""']li - =1

v por lo tanto la ecuacidn es parabdlica. Para hallar las caracterfsticas debemos

tesolver la ecnacitn
dy ettv ¥

de  e¥F  pF

la ¢ual nos da la solucidn

—F

e T —e ¥ = constante,

no esta presente, entonces la clasificacion

Note qgue =i la derivada mixta ;ﬂ@
es inmediata; asi la ecuacion es hiperbdlica =i las segundas derivadas parciales
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tienen signos opuestos, ¥ es eliptica si tienen signos iguales. Por ofra parte si una
de las segundas derivadas parciales no estd presente entonces es parabolica,

Ejemplo 2.8.2. Conzideremos lo ecuacidn de Tricomi
Vee +3y¥y =0,
para un Hujo transdnico. Claramente a = 1, =10, ¢ = y , por lo cual
A=y

de esta manera tenemos que si y = 0 es eliptica v & y < 0 es hiperbolica. También
podemos decir que & y = () es parabdlica. O

Estas notaciones son extendidas a ecuaciones en dimensidn superior; asl la ecuacidn
general diferencial parcial lincal de segundo orden para n variables puede ser escrita

CO o
Z‘,Zaq Eb,—+r‘l’+d 0 (2.73)

=1 =1

Esta es eliptica en cualquier punto donde pueda ser reducida por un cambio de variables
lineal a la forma

?g =0 {6 = una derivada de primer orden), (2.74)
i=1
es hiperbdlics si es de la forma
F o o . :
E - 2 E_:cf =0 (&= una derivada de primer orden), (2.75)

donde la variable ,, es lamada * casi-tiempo” v las otras (2, Ta, . . ., Ty-1) son llamadas
“cast-espucio”; la ecuactdn es parabdlica cuando la forma

Eﬂ' E_‘_ =0 o (=una derivada de primer orden), (2.76)
=1
&8 alcanzada; mievamente x,,, s llamada “ecosi-tiempe”™ v las otras son lamadas " casi-
espacio”, esta definicion de “cnst” es un tanto extrana pero trata de indicar las corres-
pondientes formas de las ecuaciones de la onda y calor.

La importancia de este esquema de clasificacion radica en que todas las ecuaciones de
un mismo tipo tienen algunos aspectos cualitativos en comiin. Por ejemplo, recordemos
de la seccidn 2.1, que para la ecuacidn de onda los valores de los datos iniciales en un
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punto z;, no influyen en los valores de Ia solucidn en (z, ) 51 |z —xp| > vt. Este efocto s
completamente general, asi cada ecuacidén hiperbdlica tiene una velocidad de propaga-
cidn méixima la cual limita la extensitn a la cual los datos iniciales pueden influenciar
la solucidn un tiempo posterior. Por otra parte todas las ecuaciones parabdlicas tienen
velocidad de propagacidn infinita, como la ecuacidn del calor, seceidn 2.4,

Un aspecto compartido por todas las ecuaciones elipticas es su suavidad. También
recuerde que soluciones de la ecuacidn de Laplace de dos dimensiones puede ser visua-
lizada coma la forma de equilibrio de una membrana estirada de un lado al otro del
anillo o borde de un tambor (seccidm 2.6). Discontinuidades en los datos de bords o
frontera son inmediatamente suavizados, en ¢l interior de la regidn donde estd defini-
da la solucidn o regidn solucidn, por la ecuacidn de Laplace v también por todas las
ecuaciones del tipo eliptico {a menos gue los coeficientes en la ecuacidn misma sean
discontinuos ).

El tema final que discutiremos s la naturaleza de las condiciones auxiliares que son
affadidas a cada tipo de ecuacidn. Tipicamente ellas corresponden a lo que hemos visto
para las ecuaciones de Laplace, calor ¥ onda.

La ecuacion eliptica esta acompaniada por condiciones de borde, donde o ¥ o su derivada
parcial ﬁ o una combinacién lineal de ambas son especificadas por todo el borde de
la regidn solucién (Dirichlet, Neumann o Hobin). En una ecuacidn parabdlica uno
impone una condicién inicial, en donde ¥z, 2;, ..., 2,1, 2} &8 especificada sobre un
hiperplano x,, = 0 de la variable "casi-tiempo" ,; para una ccuacidn hiperbdlica uno
también especifica la derivada % sobre ese hiperplano. En estos dos Gltimos casos
también son impuestas condiciones de Dirichlet, Neumann o Robin sobre los “casi-
espacio” bordes de la region solucién.

Hemos usado la palabra tipicamente, va que =i bien es verdad que otras condiciones
auxiliares pueden ser impuesta matemdaticamente, estas pueden conducir a soluciones
gque son fsicamente sin sentido. A este respecto uno dice que una ecuacion diferencial
parcial ¥ sus condiciones auxiliares comprenden un problema bien planteado si las
siguientes tres condiciones son satisfechas:

1. existe una solucién del problema,
2. la solucién es Gnica, v

3. la solucidn depende continuamente de los datos auxiliares. Esto dltimo quisre
decir, que s1 nosotros alteramos las condiciones iniciales o de borde una porcion
suficientemente pequedfis, entonces las soluciones pueden no diferir drasticamente.

Ejemplo 2.8.3. Consideremos el problema representado en la figura 2.19 v veamos
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porque las condiciones de borde de Dinchlet son inapropiadas para las ecuaciones
hiperbélicas.

i =10 $-$=ﬂ T =0

X,

e T =10 w

Figura 2.19: Condiciones de borde de Dirichlet son inapropiadas para las ecuaciones
hiperbdlicas.

51 la ecuacidn gobernante fuese la ecuacidén de Laplace, entonces la solucidn ¥ podria
interpretarse como la temperatura en estado estacionario sobre una plancha conductora
cuyes bordes estaban mantenidos a cero grados; y la dnica posible solucidn, claramente,
serfa W{x, y) = 0. Pero la ecuacién hiperbélica mostrada en la figura 2,19 tiene infinitas
soluciones

Tz, y) = ksen{nz) sen(ny)

para cualquier constante k v cualquier entero n. Facilmente podemos comprobar gue
estas aoluciones =atisfacen la ecuacidon v todas las condiciones de borde del problema
de la figura 2.19. ]

Aunque hay otros aspectos de clagificacion de las ecuaciones diferenciales parciales,
nosotros hemos mostrado las caracteristicas principales de las mas importantes ecua-
ciones de la Hsica v la ingenieria, v en el procimo capitulo comenzaremos la discusion
de los métodos de solucidn.

2.9

Ejercicios

Ejercicio 2.9.1. Encontrar las caracteristicas de las siguientes ecuaciones:

1, O, — T, + ¥ =0 3 0, — T, +¥, +T, =0

2, Uy +yl, =0 4 U, —y?W, =0
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Ejercicio 2.9.2. Determinar en gue puntos o region las siguientes ecusaciones son
hiperbélicas, parabdlicas y elipticas:

2. Wy + 220, + W, + sen(zy)¥ =0 oW, + (14 )0, =0
Ejercicio 2.9.3. Considere la ecuacidn de segundo orden ¥, +c¥,, = 0, donde ¢ o8

una constante, Determinar el tipo de ecuacién v bosquejar sus curvas caracteristicas
para ¢ = —4,—1,-1/10,0 y 1.

Ejercicio 2.9.4. Comprobar que la solucidn al ejemplo 2.8.3 satisface el problema
planteado.

Ejercicio 2.9.5. Dado €l problema eliptico de la ecuacion de Laplace V*% =0 en la

region del semiplano superior (y = 0) , con las condiciones iniciales

Tz, 0) =1, a%tb{xm] = (.

Comprobar que la funcién
1
¥z, y) = — senfnx) senh(ny)
L

e4 solucidn del problema.
LOue sucederd si n aumenta grandemente su valor?

Ejercicio 2.9.6. Supongamos que ¥{z, y) satisface la ecuacién de Laplace. Realice un
cambio de variable primeramente alargando el eje Y por un factor de 3; ¥ luego rote
el nuevo eje 30°. | Que ecuacion diferencial satisface la funcidn derivada

(e ) =Wz () y (2 V)]?

Verificar, evaluando el discriminante, que ella sigue siendo eliptica. {Ayuda: Utilizar la
regla de la cadena para funciones de varias variables).

Ejercicio 2.9.7. Repita el andlisis del ejercicio anterior para las ecuaciones de onda v
del calor.



El Método de separacion de variables

En este capitule introduciremos la mas importante téenica en ingenieria para la so-
lucidn de ecuaciones diferenciales parciales: la separacidén de variables. La realizacidn
exitosa de este procedimiento para un conjunto de condiciones de borde dados puede ser
bastante largo, porque tres procedimientos matematicos diferentes estdn involucrados:

1. &l uwso de superposicién para descomponer un complicado problema en un con-
junto de problemas mas sencillos;

2. la separacion de la ecuacidn diferencial parcial en un conjunto de ecuaciomes
diferenciales ordinarias dentro de un apropiado sistema de coordenadas; ¥

3. la construccidn de expansiones en autofunciones (generalizaciones de las series de
Fourier) que satisfacen las condiciones de borde.

Los puntos 1 y 2 serdn analizados en este capitulo y el punto 3 serd expuesto en el
proximo capitulo.

3.1
Metodologia de la separacion de variables

La idea general del procedimiento de separacidn de variables es dividir la solucidn del
problema principal en subproblemas, dende para cada uno de ellos las condiciones de
borde son homogéneas s excepeidn de una de ellas, Asf, las formulas para la solucidn
de un subproblema son series infinitas, on donde términos individuales satisfacen las
ecuaciones homogéneas mientraz que la suma general cumple la restante condicién no
homogénea,

Para entender bien el proceso general, comencemos con un ejemplo donde mostraremos
la formula de la solucidn y analizaremos sus aspectos.

61
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Ejemplo 3.1.1. Consideremos el problema mostrado en la figura 3.1,

J'lr
beal ]
— = g(r - z)
- dy
=0 Vi =0 ¥y
L
o T i
o

Figura 3.1: Plancha de metal con temperatura ¥.
v & concebimos la incdgnita W como la temperatura, tenemos una plancha de metal
de dos dimensiones en la cual ¥ estd especificada sobre dos lados (variando “2")

‘Ir{ﬂrini':' =0 [31}
Timy) =, (3.2)

v el flujo del calor estd especificado en los restantes dos lados {variando “y")
(z,0) =0 (3.3)
—(z, ) = xlm —z). (3.4)
Axi tenemos condiciones de borde de Dirichlet y Neumann; v la ecuacion de Laplace
V=0 [0<z<x 0<y<xw) (3.5)

indica que estamos buscando la temperatura en un estado estacionario.

El método de separacion de variables, el cual discutiremos més adelante, nos genera la
siguiente formula para la solucién de las ecuaciones (3.1)-(3.5)

_x 4 Zs:mhl[dn + 1)z cos{2n+ 1)y
2 mizsenh(n+l)m (20 4+ 1)
13.6)

sen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y
S E @2n+1)* senb(Zn+ 1)
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Ahora veamos, en primer lugar que cada términe en la fdrmula {16] e5 una solucion
de la ecuacion de Laplace {3.5); omitiendo los coeficientes, tenemos

Vil =,
V2senh(2n + 1)rcosh(2n + 1)y = (2 + 1) senh(2n + 1)z cos(2n + L)y
— (2n + 1)" senh({2n + 1)z cos{2n + 1)y
=0
Visen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y = —(2n + 1)* sen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y
+ (2n + 1)"zen(2n + 1)x cosh(2n + 1)y
=1

Por otra parte, como log factores
z, senh(2n + 1}z ¥ sen{2n 4 1)z,

toman el valor cero cuando x = 0, entonces se satisface la condicién en la cara izquierda
de la plancha (ecuacién (3.1)). Similarmente la derivada evaluada en y = 0 vale cero,
para los factores

x, cosi2n + 1}y v cosh{2n + 1)y,

es decir, el flujo es cero en la cara inferior {ecuacion (3.3)). Luego las ecuaciones (3.1),
(3.3) v (3.5) son satisfechas término a término. Recordemos que aqui estamos usan-
do el principio fundamental de las ecuaciones lineales homogéneas de que cualogquier
combinacién lineal de soluciones es también una solucion.

Ademds, i ahora consideramos la temperatura en la cara derecha, la ecuacién (3.6)
nos da como resultado

4 o= senh(2n 4 1)7 cos(2n + Dy
Vel=3-% E senh(2n + L)m  (2n+ 112

(37)
8 o sen(2n + 1)r cosh(Zn + 1)y
z: (Zn+ 1)*  senh(2n + )=
o, simplificando y puesto que los términos de la sepunda serie son cero
T mu[i'ﬂ+1
(=v) =3 _E EnilP (338)

donde la expresion del lado derecho es la expansion en serie de Fourier de cosenos de
la funcién fly)} = v, por lo tanto queda satisfecha la condicidn de la cara derecha,
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similarmente, ahora el Hujo sobre la cara superior viene dado por

@b . 4= osenh{2n + 1)z sen{Zn + 1)w
By oV =5 2 senh(2n 4+ U)w  2n+ 1
(3.9)
8 E sen(2n + 1)z senh{2n + 1)7
(2n+1)* senh{Zn+ 1}x
simplificando y utilizando el hecho de que sen(2n + 1) vale cero tenemos
aw _ Bsen(fn+ 1)z
ﬂy I::I:: Ilr_] = - g {EH | l:lg {'3'1'}.]

la cual vemos que es la expansion en serie de Fourier de senos de la funcidn que estamos
considerando gi{z) = x(m — x), luego gueda satisfecha la condicién de borde en el lado
superior de la plancha.

Resumamos lo que hasta ahora hemos hecho, En primer ugar hemos demostrado gue
la solucion ¥(x,y) puede ser dividida en dos partes ¥ = ¥, + ¥;, con

oz 4 (2Zn+ 1)z cos(2n + 1)y

Uilz,v) = 5 nzm Zn+ lm  (2n+ 1)
8 sen(2n + 1)z cosh(2n + 1)y

LERT RS —Z {(2n+1)* senh(2n+ 1)w

donde la funcidn ¥y resuelve el subproblema de la figura 3.2(a), en el cual la condi-
citn no homopénea de Neumann sobre la cara superior ha sido reemplazada por su
correspondiente forma homogénea;

Tr !l

%=:{#—m}

T ﬂ” -,q..'ih‘

=0 V=0 W=y W=0 V=0 T=0

£t

2|
|
=1

o _,
dy
() (b)

Figura 3.2: Subproblemas.
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v similarmente la ¥; resuclve ol subproblema de la figura 3.2(b), donde la condicién
original de Dirichlet, no homogénea, en la cara derecha ha sido cambiada por su equi-
valente homogénea.

Asi, la ecuacidn (3.6) sugiere que el problema original sea descompuesto en dos sub-
problemas, en donde todas menos una de las condiciones gobernantes son homogéneas.
Este es un paso esencial dentro del procedimiento de separacion de variables,

Un segundo aspecto gue vemos en la ecuacién (3.8) es el hecho de que las condicio-
nes homogéneas para cada subproblema son satisfechas por términos individuales, en
cambio para la condicion no homogénea la suma completa es la que verifica su cum-
plimiento. En general, podemos decir que, el plan bédsico dentro del procedimiento de
separacion de variables es la recopilacion de un conjunto de soluciones a el subcon-
junto de ecuaciones homogéneas v luego reunirlas dentro de una suma satisfaciendo la
ecilacion no homogénes,

Ejemplo 3.1.2. Consideremos el problema planteado en la figura 3.3

b
¥ = genh ween x

¥ =senhdrsendy| V=0 |V =senhIvsendy

%,

r18
ﬁr=&m]13:rsen3:

Figura 3.3: Problema planteado.

Veamos que lo podemos dividir en cuatro subproblemas, ver figura 3.4,
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¥
¥, = senh 7 sen x P, =10

il']=l] FE‘F1=H .@1 -'I] i";-l} vtgj =ﬂ @j=ﬂ

n; S i i L
"I']_IU w "I";-Hﬂhﬂ'ﬂ‘ﬂﬂﬂﬂﬂ:
(a) (b)
i ¥
Wy = senh v sen 3y v 1y = senh 4w sen 4y
- Yy =10 = Py =10
Uy =0 Vil =0 Vidy=0 |¥=0
Up=0 © T,=0 7
(] yd)

Figura 3.4: Subproblemas.

v adem#s podemos verificar que la funcion
Wm0y o Wy o = 3o,

satisface todas las condiciones de borde planteadas v que cada una de las &, satisface
el correspondiente subproblema.

Comencemos definiendo las ecuaciones T;; para cada subproblema, tomando primero
las condiciones en el eje y, v luego en el gje x:

Vi(z,y) =senzsenhy, Wi(z,y) = semIzsenh3(r —y),
Wy(x,y) = senh3zsendy, Wiz, y) = senhd(x — x)sendy.

Asf la ecuacidn Wy resuelve el subproblema de la fgura 3.4{a)

¥z, 0) =senzsenh0 =0,

0 (x, ) = senx senh & = senh rsen x,
{0 y) = senh Dsemh y = 1,

Py {m y) =senmeenhy = 0.
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la ecuacidn ¥y resuelve el subproblema de la fgura 3.4(b)

la ecuacién ¥y resuelve el subproblema de la figura 3.4{c)

¥il{z, () = semh Iz sen 3(0) = 0,
Wiz, w) = senh 3z sen I(x) = 0,
W4(0, y} = senh 3(0) sen 3y = 0,
W5, y) = senh 3o sen 3y = (.

la ecuacion ¥y resuelve el subproblema de la figura 3.4(d)}

Ty(x, 0) = senh 4(r — z) sen 4{0) = G,

Wy(x, 7} = senh d(m — x) sen d(7) = 0,

(0, y) = senh 4w — 0) sen 4y = senh 4 sen 4y,
Pilm, v} = senhd(r — ) sendy = 0,

luego vemos que al agruparlas la funcidn
0=y 4 Wy 40y 40y

cumple con lo que estamos buscando.

3.2

Proceso de separacion de variables

La ecuacion de Laplace en dos dimensiones admite soluciones en la forma separada de
F{x)G{y), donde tipicamente uno de estos factores es un seno o coseno y el otro es
un seno o coseno hiperbolico. El método de separacidn de variables, que nos permitird
establecer estas soluciones, lo enfocaremos en primer lugar mediante un ejemplo donde
tendremos involucradas solamente condiciones de borde de Dirichlet.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la plancha cuadrada de un material de conductividad
térmica mostrada en la figura 3.5, en donde analizaremos el cidlculo del estado estable
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de distribucion de temporatura,

¥ =fly)] Vie=0 |¥=sen’y

-IH

o= rx—z) T
Figura 3.5: Plancha cuadrada de un material de conductividad térmica.

En la figura 3.5 tenemos un cuadrado de dimensiones 7 por » (por conveniencia). La
temperatura en cada una de las caras es mantenida por una fuente externa de calor
que viene dada por las ecuaciones:

Wz, w)=senzx [0<z<w) {3.11)
Wz, 0)=z(x—z) (0<iz<n) (3.12)
U(r y)=sem’y (D<y<m) {3.13)
¥0.¥) =fly) (O<y<m) (3.14)

donde f(y) es una funcién dada que no precisaremos ahora y dejaremos abierta su
seleccion. Ademds dentro del cuadrado el estado estable de temperatura satisface la
ecuacion de Laplace

Vig(z,y)=0 (0<z<mO0<y<n) {3.15)

La ecuacidn diferencial parcial {3.15) junto con las condiciones de borde (3.11)-(3.14})
determinan nuestro problema fisico.

Subproblemas

En primer lugar, como mencionamos en la seccion anterior, dividimos el problema en
4 subproblemas (ver figura 3.6):
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¥ —senx

ViR, =0 l v=%=no|

T‘

iy =10 Ty = z(xn —z)
(a} Subproblema 1. (b} Subproblema 2.

Py =10 ‘Pl =0
e e
¥ ?ﬁT_q =0 Vi, =0
e  S—

¥y =sen’y Ta= fly)

(c] Subproblema 3. {d) Subproblema 4.

Figura 3.6: Subproblemas,

Subproblema | Encontrar Wz, y) tal que

T ¥y (z,y) = 0 dentro del cuadrado,
Wiz, 7) =senz en la cara superior (0 < z < 7),

¥z, y) =0 en las otras caras.

Subproblema 2. Encontrar Wz, y) tal que

Vil (x,y) = 0 dentro del cuadrado,

Wa(x,0) = x{w — z) en la cara inferior (0 < z < =},

Tz, o) =0 en las otras caras,

Subproblema 3. Encontrar ¥z, y) tal que

Vily(x, y) = 0 dentro del cuadrado,
Wy(m, i) = sen®y en la cara derecha (0 <y < m),

P3(x, ¥) =0 en las otras caras.

(3.16)
(3.17)
(3.18)

(3.19)
(3.20)
(3.21)

(3.22)
(3.23)
(3.24)
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Subproblema 4. Encontrar %[z, y) tal que

Vil(z,y) =0 dentro del cuadrado, (3.25)
W0, ¢) = fly) en la cara Bzquierda (0 < y < 7], (3.26)
Wiz, y) =0 en las otras caras. (3.27)

Por lo tanto, requerimos gue
Y= Py o Adr, Ty 5 Oy,
resuelva el problema original; y asl podemos ver que

¥z, 7m)=semx+0+0+0=senz en la cara superior,
Uz, 0)=0+x{mr—x)+0+0==(r—x) en lacara inferior,
¥imy) =0+ 0+seny + 0 =seny em la cara derecha,
V0,9 =04+0+0+ fly) = fly) en la cara izquicrda,

¥ dentro del cuadrado
VI =T, + Vi, + V20 + VA, = 0+ 0+ 0+0=0.

Asi la funcion ¥ cumple todo lo que se le requirid, es decir, resuelve el problema
planteado por las ecuaciones (3.11)-(3.15). O

La idea bdsica de la separacién de variables gira alrededor de encontrar una solucidn
¥ que pueda ser expresada como ¢l producto de dos factores, donde cada uno depende
de una sola variable:

Plx,y) = Flz)Gly), (3.28)

y al sustituir (3.28) en la ecuacién (3:15) obtenemos
ViU(z, y) = F'{z)G(y) + F{z)G"{y) =0,

la cual es equivalente a
F'{z) _ G"(y)

Fz)  Gly)’
de esta forma podemos decir que hemos separado la ecuacidn diferencial.

(3.29)

Analicemos un poco lo que la ecuacién (3.29) nos indica, Podemos ver que el lado
izquierdo de la ecuacién depende de la variable “z" v el lado derecho no, asi el lado
izquierdo debe ser constante; en otras palabras si nosotros cambiamos el walor de la



3.2. Proceso de separacion de variables Tl

variable "z" do ¥ = 35 & ¢ = 3, vemos que el lado derecho de la ecuacidn no va a
variar. Por lo tanto, si una funcién de “z" no varia al cambiar el valor de la variable,
dicha huncidn es constante.

Esto nos conduce a separar la ecuacién (3.29) en dos ecuaciones, cada una de ellas
dependiendo de una sola variable

%%l =A o F'z)=AF(z) {3.30)
%‘f =2 o G'(x)=-AGlx) (3.31)

eén donde A es conocida como la constante de separacidn.

Las scuaciones (3.30)-{3.31) tienen la forma de la ecuscidn del oscilador armdnico,
cuyas soluciones fueron vistas en la seccién 1.5

Utilizando las soluciones de la ecuaciones anteriores, vamos a resolver cada uno de los
subproblemas plamteados, en los cuales solo una condicidn de borde es no homogénea.

Subproblema 1 {Solucién). La ecuacién a separar es

Tylz, y) = Fl=) Gly),

luego las soluciones de (3.30) tendrén la forma

F{z) = e cosh v Az + e;senhvAz s A >0, (3.32)
Flz) =3+ gz gl A =1, (3.33)
Fiz) = croosvV—Az + cgmen v—Ax 51 A < 0, (3.34)

Las equivalentes soluciones para (3.31) som

Gly) = dycos vVAy + desenhvAy s A >0, (3.35)
Gly) = dy + day sl A= 0, {3.36)
Gly) = ds cosh = dy + dg senh v=Ay si A < 0, {3.37)

Ahora que va tenemos la forma de las soluciones debemos buscar la manera de
manipular las constantes para satisfacer las ecuaciones de borde (3.17)-(3.18}
{ver figura 3.6{a)). Comencemos utilizando la ecuacién (3.18) y expresindola en
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la forma separada pata r =0, p=my =1,

F{0)Gly) =0,
Fim) Gly) =10, (3.38)
Flz) Gi0) =10,

notemos que si tratamos de satisfacer la primera ecuacidm, temdremos las dos
posibilidades F(() = 0 o Gly) = 0. 5i consideramos la posibilidad Gly) = 0
entonces la ecuacidn se satisfacerd para todo y, v por lo tanto la solucidn que
habremos encontrado serd la solucidn nula. Este no es el caso que nos ayudara a
encontrar la solucidn que queremos. Luego, consideremos la posibilidad F{0) =0,
la cual solo estard restringida al valor de £ = (.

De esta manera las restricciones en (3.38) pueden ser satisfechas por
FlOy=0, F(m)=0, G{0)=0 (3.39)

Ahora, si imponemos la primera restriccidn de (3.39) sobre la formas generales
de la solucién (3.32)-(3.33)-(3.34), obtenemos

l =c;oosh0+ e;senh 0 = ¢ =&F{a:]=ciﬁenhﬁ:: B A=,
D=3 +cy-0=0c3= Flx) =eyx gi A=10,
| = cscomil + czmenl) = ¢ = Flz) = cgmenv'—Az 8 A < ().

Luego tratamos de satisfacer la sepunda restriccion de (3.39) v obtenemos

0= epsenhvAr s A >0,
0 = eg7 s =10, (3.40)
0l = cgeeny'=Am 514 < (.

Dado que nuestro interés son las soluciones no triviales, debemos considerar en-
tonces Jos diferentes casos para la constante de separacion A, en vez de los coefi-
clemtes, para satisfacer (3.40).

Ahora bien, si consideramos las graficas de las funciones senh x, x, sen x; podemos
ver (figura 3.7) que solo sen x se anula para x = 7; por lo tanto de la primera v
segunda ecuacion de (3.40) inferimos que ¢, =0 y ¢y = 00
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Figura 3.7: Funciones senh r, T y sen z.

Sin embargo, hay un nimero infinito de valores negatives de A que satisfacen
(3.40), a saber, A = n?

gen v/ —Aw = sen y/ —(—n#)

= Sen nw
= 0.

Asi, pata A = —1,—4,-9,...,—n®, ... tendremos soluciones no triviales a la

ecnacion (3.30) con las dos primeras restricciones de (3.39); las cuales son de la

forma
F{z)=snze [(A=-1)
Fi(z) =sen2r (A= -4)
Fs{r]-= sendz (A =-9) (3.41)

F.(z) =sennzr (A=-n')

y cualquier miltiplo constante de ellas.

La dltima restriccién en {3.39) serd aplicable a la funcién correspondiente gque
depende de “y", v en este caso la funcidn asociada al caso X < (0 es la ecuacidn
(3.37)

G(y) = dy coshv'— Ay + dg senh /= A y;
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por lo cual

0 = dy cosh () + dg senh{l = ds
= G(y) = dgsenhv/~Ay,

v de forma equivalente, para A = —n?, las soluciones serdn de la forma
Goly) =semhny (A=-n?), n=123,... (3.42)
v cualquier miiltiplo constante de ellas,

De esta forma, combinando las ecuaciones (3.41) v (3.42), tenemos una serie
infinita de soluciones de la ecuacién (3.16), las cuales satisfacen las condiciones
homogéneas (3.18)

wi1(z,¥) = oy senx senhy
walz,y) = oy sen 2z senh 2y
w1lz,3) = oz sen 3z senh 3y

PalT, ) = o, sen nx senhny

en donde los o; son constantes cualesquiera.

Ahora, utilizando la dltima condicién de borde ¥, {x, 7} = sen z (no homogénea),
podemos determinar la constante para la solucidn final. Dada la forma de 9,
vemos que en la serie {3.43), n toma tnicamente el valor de 1, v por lo tanto

[z, 7) = oy sen xsenh w

= BEN T
I

== Oy = ;
' senhw

Agfl hemos resuelto el subproblema 1, v la solucion es

Tz, ®) = $ sen ¢ semh . (3.44)

Subproblema 2 (Solucién). Notemos que la dnica diferencia con el subproblema ante-

rior gira alrededor de la funcién G{y) (ver figura 3.6 (a) v (b)), ya que la condicién
no homogénea esta en la parte inferior del cuadrado. Por lo tanto si reemplazamos
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“y" por “(x —y)" en (3.43), obtendremos la serie de soluciones de la cenacién de
Laplace (3.19) satisfaciendo las condiciones de borde (3.21)

wiz,y) = ey sen s senh(x — y)

walx, ¥) = g sen 2 senh 2(r — y)
)= 3z senh 3(w —

wslx zrll. kg SEN {r—y) (3.45)

en(Z,¥) = o, sennz senhnir — y)

Observemos gue ¢l camblo en la vardable “y", sigue satislaciendo la ecuacidn
{3.19), ya que el sigho menos que surge al caleular la primera derivada desaparece
cuando se caleula la segunda derivada, y asi se preserva la ecuacidn de Laplace.

Por 1ltimo tenemos que determinar una solucidn que satisfaga la condicidm de
borde no homogénea (3.20). Para cllo haremos uso del desarrollo en serie de
Fourier de senos (ver seccidn 1.6) de la condicién Wy (x, 0) = x{w — z), la cual es

I'I:]'I' - :.|::| = ZEH sennr, <r<w Ilrﬂ-ai:ﬁ}

f=]

en donde los coeficientes a, vienen dados por

0 gin= 2

e 7 g (3.47)
m Eln= =+ 1.

Luego, por la forma de la ecuacion {3.46) podemos decir que la solucidn debe
seT la suma de las soluciones mostradas en (3.45), v al satisfacer la condicidn de
borde tendremos

Wax,0) = Za,,sﬂnm: senh nar

n=1

G
£ E ¥, BEM NT

n=1

de donde vemos que
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v asi, podemos ensamblar una solucidn al Subproblema 2, de la forma
- = sennx senhn(r — y)
A ERT) _Enﬂl e
(3.48)

= & . .
oy g 3 T ) senb(@ T 1) sen(2i + 1)z senh(2i + 1) (v —y);

la cual, evidentemente tiene solo términos impares de seno v seno hiperbélico, en
un todo de acuerdo a la definicion de a,,.

Subproblema 3 (Solucién). Para este subproblema, notemos simplemente gue las dos
condiciones homogéneas estan en las condiciones de “y" v la ofra condicidn ho-
mogéneas esta en la condicidn ¢ = 0 de “2", por lo tanto observamos una similitud
con el subproblema | ¥ asi la solucién a la ecuacion {3.22) con las condiciones de
borde (3.24) resulta solo de intercambiar la variable “z” por la variable “y” en la
ecuacion (3.43), asi

wilz,y) = aysenh r sen y
#2(x, y) = ep senh 2z sen 2y

2y} = oy senh 3x sen
alz sr]_ 4 3y (3.49)

walz,y) = a, senh nz senny

Ahora para satisfacer la condicidn de borde no homogfnea (3.23), debemos uti-
lizar una identidad triponométrica que la relacione con la forma de nuestras so-
luciones, la cual es

3 1
Ty == s
sen’y = seny 43:&::131.',

luego utilizando los correspondientes términos de la serie {(3.49) tendremos

Wy(m, y) =sen’y

= %H{-!n-y— %m—*ﬂ&y

= fyy semh ® sen g + oy senh 3 7 sen Jy

y par lo tanto
_ 3 e i =1/4
~ senhw © "% senhan’
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y agrupando estos valores temdremos gue la solucion es

3/4 1/4
Wiz, y) = ﬁm“my_senlil’m

senh 3x sen 3y (3.50)

Subproblema 4 (Solucidén). Para este subproblema usamos la misma técnica que rela-
ciona el Subproblema 2 con el Subproblema 1 v asi la serie de soluciones a la
ecuacién (3.25) con las condiciones de borde (3.27) es

w1l ¥} = oy semh(m — ) seny

w2i®, ¥) = az senh 2(% — z) sen 2y

wale, :-r}_= @y senh 3(7 — x) sen 3y (3.51)

walz, ¥} = o, senhnlr — ) senny

Para satisfacer la condicion de borde no homogénea (3.26) expandimos la funcién
fly) en una serie de Fourier de senos

fly) = Zn,, ey,
=l (3.52)

= %1‘; f(y) sen ny diy;

Iuego igualamos las correspondientes series v tenemos gue

Va0 y) = E oy, senh nw sen ny

me=]
A

= ey
maa]

de donde o, =

[ .
; lo tanto la solucid
T ¥ por Lo S0IUCI0n es
L]

Talz,y) = Z sent;::"mr senh n{m — x) sen ny. (3.53)

n=1

Reuniendo las ecuaciones (3.44), (3.48), (3.50) y (3.53); la solucién del problema
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imicial de distribuciom de temperatura es

1
Wiz, y) = mHHnIHEuhy

S g - -
i Zn: T T senb (a1 ot L senhl{2+ L — )]
3/4
wemh senh T sen y — mhﬁﬂmﬂﬂhﬂmmnﬂy

n ;
+ E gmhnrsmjhn{w — 1) senny;

donde a, se evalia como en (3.52).

Este es el método de separaciom de wariables para resolver ecuaciones diferenciales

parciales. Hagamos un pequeio bosquejo de los aspectos resaltantes que permiten una
exitosa obtencidn de la solucién:

1.

La ecuacidn diferencial parcial fundamental (3.15) es separada, al tanteo, por
factores que dependen de una sola variable (3.28). Asi, soluciones a (3.15) pueden
ser construidas de soluciones de los ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes
(3.30) v {3.31), las cuales contienen un pardmetro no especifico llamado constante
de sepomacidn. " Esta es la parte fundomental de lo seporacidn”,

La ecuacién diferencial parcial findamental {3.15) es lineal. Esto se utiliza dos
veces, primero cuando descomponemoes el problema en subproblemas mas sim-
ples ((3.16)—{3.27)), v luego cuando se toman las combinaciones lineales de las
soluciones separadas de los subproblemas ((3.44), (3.48), (3.50) v (3.53)).

Las condiciones de borde fueron impuestas sobre rectas constantes, esto es las
rectas r =0, =%, y =0, y = 7. Mds aun, los subproblemas fueron definidos
de manera tal que los valores de borde [uesen cero sobre todas, menos una de las
rectas que formaban la frontera de la regidn.

De las dos ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes de la separacion {(3.30),
(3.31)), primero analizamos la que depende de “z", la cual tiene los valores de
borde homogéneos en ambos extromos ((3.39)). La ecuacidn diferencial misma
tiene una solucién general que contiene dos coeficientes indeterminados (g) v
una constante de separacidn (A).

Para obtener soluciones no triviales, primero escogemos uno de los coeficientes
(¢;) para satisfacer la condicién de borde en uno de los extremos, ¥ usamos
la constante de separacion (A) para satisfacer la condicion en el otro extremo
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{(3.40)). Esto nos produce una serie infinita de soluciones ({3.43)), las cuales luego
generarin la correspondiente serie de Fourier de sencs ((3.48),(3.50), (3.53)).

6. La condicidén de borde homogénea para la otra variable "y", fue satisfecha por es-
cogencia de los coeficientes en la solucién general correspondiente a la restriccion,
va determinada, de la constante de separacion.

7. La condicién de borde no homogénea fue alcanzada, reuniendo todas las solucio-
nes separadas ((3.43)) v utilizando la expansion general de la serie de Fourier del
seng (ver seceldn 1.2) para cada une de los casos correspondientes.

El paso mas importante es el 5, donde no solo tuvimos la suerte de encontrar soluciones
no triviales sino que también la mayoria de ellas pudimos expandirlas en una serie de
Fourier para funciones arbitrarias.

Lo resaltante del método de separacidn de varlables es que ¢l paso 5 siempre liene
txilo, de este modo la ecuacidn diferencial ordinaria de segundo orden separada, que
contiene un pardmetro no especifico v restringida por condiciones de borde en ambos
extremos, generard una serie ortogonal de soluciones. Este aspecto de las ecuaciones
diferenciales ordinarias es conocido como la feorfa de Sturmm—Liouville,

33
Clasificacién de los diferentes subproblemas

Vamos ahora a establecer una clasificacidn de los subproblemas que se presentan, al
caleular el estado estacionario de la distribucidn de temperatura, dentro de una regidn
cuadrada que satisface la ecuacidn de Laplace, basado en la clase (Dirichlet, Neumann
o Robin) de las condiciones de borde homogéneas que hay en cada uno de ellos. Recor-
demos que en cada subproblema estdn presentes tres condiciones homogéneas v una no
homogénea. La clase de la condicién no homogénea no importa en nuestra clasificacion,
es decir, la condicion no homogénea puede ser de cualguiera de las tres clases.

Es importante también resaltar que la posicidn de la condicidn no homogénea {(vease
figura 3.8) no afectard sustancialmente el resultado de nuestra clasificacién, ya que
bastard con realizar simples cambios de variable (veanse Subproblemas 2, 3 v 4 en la
seccidn 3.2).

Con todas estas observaciones podemos establecer la clasificacion sigmente:
1. Las tres condiciones de borde homoginea son de la misma clase:

1.1. Dirichlet,
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1.2. Neumann,
1.3. Robin.

2. Para una misma variable, las dos condiciones de borde homogéneas son de la
misma clase y la restante condicion homogénea es de una clase diferente:

2.1. Dirichlet (2) y Neumann (1),
2.2. Dirichlet (2) y Robin (1),
2.3. Neumann (2) y Dirichlet (1),
2.4. Neumann {2) v Robin (1),
2.5. Robin (2) y Dirichlet (1),
2.6. Robin (2) y Neumann (1),

3. Para una misma variable, las dos condiciones de borde homogéneas son distintas
¥ la restante condicidn homogénea es de cualquier clase:

3.1. Todas las condiciones de borde homogéneas son diferentes,
3.2. Do de las condiciones de borde homogéness son iguales.

Antes de indciar la discusidn de cada uno de los casos de esta clasificacién estableceremos
cierta notacién para simplificar el trabajo que vamos a realizar. En primer lugar las
condiciones de borde homogéneas las denotaremos por

Dirichlet = D, Neumann = N v Robin = R.

Asi, por ejemple, una condicién D en la cara inferior de la figura significara que % =10
en esa cara o una condicién N en la cara zquierda significard que a 0% /dz = 0. Otra
notacidn importante es que las EE;IJ:EL:F. seran equivalentes a un cuadrado con una cara

abierta (ver fgura 3.8), la cual representara la posicidn de la condicidn de borde no
homogénes.

D D D
D D D
(a) (b) () (d}

Figura 3.8: Posiciones de las condiciones.
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3.3.1 Condiciones de borde homogéneas de Dirichlet

Este caso es similar al planteado en el ejemplo 3.2.1 de la seceidén anterior, en donde
todas las condiciones de borde homogéneas son de Dirichlet; ¥ como vemos en la figura
3.8 tenemos planteado 4 subproblemas dependiendo de la posicidn de la condicién de
borde no homogénea.

Cada uno de los graficos de la fgura representan uno de los subproblemas [1-4) del
ejemplo 3.2.1 de la seccién anterior v as{ podemos decir que, después de satisfechas las
tres condiciones de borde homogéneas, la solucidn es

(@) Wiz y) = i 0, sen nx senh ny (3.54)
n=1

B)  Valey) = 3 ansenna senhn(x ) (3.55)
nl

(] iz, y) = ian&mhnm S LY (3.56)
n=1

(d)  Tylx,y) = i a, senh n{w — ) senny {3.57)

n=]

donde solamente debemos satisfacer la cuarta condicion de borde no homopénea, la
cual puede ser de cualguiera de las clases, incluyendo la misma Dirichlet; v asi hallar
el valor de la constante a,, en cada uno de los subproblemas, de manera de poder
expresar la solucion en cada uno de los casos.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos €] problema de la figura 3.9, en donde esta planteado
un subproblema del caso (a) con una condicidn de borde no homogénea en la cara

superior del cuadrado dada por % =]

%=1

D

Figura 3.9 Subproblema caso (a) con condicién de borde no homogénea % =lenla
cara superior del cuadrado.
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Claramente tomamos la solucidn ¥4 (3.54) ¥ su derivada con respecto a *y" es

@ =ZM“EEEMC-DE|1RH', {3.58)
ﬂ!.l’ r=I
luego al evaluarla en y = 7 tenemos
o,
dhy

[z, 7) = na, sén nx cosh nw

=1,

luego debemos buscar el desarrollo en serie de Fourler de senos de f{z) = 1. Asi
BT, {3.59)

por lo tanto igualando las ecusciones (3.58) v (3.59) obtenemos

2141
~ nimcoshnr

¥ agi la solucion general tendrd la forma

= 2(1+ (-1
2 —g e oy sen rex senh ny . (3.60)

2.1. ¥y 2.2. Estos casos son similares a los de 1.1., en ellos tenemos dos condiciones de
borde iguales sobre la misma variable, ¥ pars su andlisis partiremos del subproblema
1.1. que corresponda; satisfaciendo posteriormente el resto de las condiciones de borde
que estén presentes.

Ejemplo 3.3.2. Consideremos el problema de la figura 3.10, con dos condiciones de
borde homogéneas de Dirichlet sobre la variable *£%, una condicién de Robin homogé-

nea sobre la cara inferior % — 2% = 0 ¥ una condicién no homogénea de Dirichlet en

la cara superior T = z,

W — 20 =0

Figura 3.10: Problema.
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Partamos de la forma de la solucion para la variable “z" | segin 1 tendromos
Fulz) = cusennz, (3.61)
y para la variable "y" considerando el correspondiente caso A < 0 tenemos
Goly) = ds senh ny + dy cosh ny (3.62)
¥ su derivada
& {y) = d= ncosh ny + dg nsenh ny,
Luego al satisfacer la condicidn de Robin en x = () se tiene

G (0) — 2G,(0) = dsn — 2ds
=],

dedunded5=§:iﬁydemt.afnrma

2
Giuly) = do (2 entiny + costry ). (3.63)

Ahora reuniendo las ecuaciones (3.61) v (3.63) tenemos

Tz, y) = in,.,senﬂ.t (gsﬂnhny +nmhny) ; (3.64)

n=1

luego para lograr que se cumpla la condicién no homogénea desarrollamos la funcién
flz) = z en una serie de Fourier de senos

e igualando los términos n-dsimos de ambas serles, evaluados en y = = lenemos que

(1)
an, = T '
genh nw + 2 cosh nw

Por lo tanto la solucidn es

ﬂ'l::!-’.‘y:] =i {—!}u+1

=1 Semh i + %mhﬂi‘l'

2
SETL TET (E senh ny + cmhn-y) : (3.65)
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3.3.2 Condiciones de borde homogéneas de Neumann

Para este caso comenzamos por darnos cuenta que las soluciones ((3.54)-(3.57)) tienen
la forma de la solucidn buscada, para los subproblemas de la Agura 3.11, ya que si las
ecuaciones {(3.54)-{3.57)) fuesen las derivadas estarian satisfechas las condiciones de
borde de Neumann para esos subproblemas.

N N

T

(2) (b) (c) (d)

Figura 3.11: Subproblemas.

Por lo tanto es suficiente considerar las soluciones de la forma

{a) ¥q(z.v) =Zﬂ“mﬁn:l:mahny
=]

=]

(6)  Walr,y) =Y aycosnzooshn(r —y)

=]

() e —Enﬂcmhmmsny

=1
(d) Pylx,y) =iﬂ“mﬁhﬁ-tﬂ'—1]m5ﬁﬂ
=1

donde una conveniente escogencia de la constante a,, nos dard la soluciém final. Un
hecho importante que hay que considerar es que, en este caso, la posibilidad de A =10
no estd descartada, contrariamente a el caso anterior (ver seccidn 3.2 Subproblema I
ecuaciones (3.33) v (3.36)).

De esta forma consideremos la posibilidad de la ecuacion (3.33) donde para la variable
“z" y para A = (} se tiene la solucion

Filz) =3 +e4x,
v gu derivada

Flx)=¢ =10,

por lo cual la solucion serd
F(z) = &3;
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y similarmente para la variable *y”, la solucion sera

Gly) =

85

ea decir, en ambos casos e2 constante, por lo tanto una solucidn constante satisfacerd
los requerimientos de las condiciones de borde, en todos los casos, por ejemplo en el

caso (a)

Wy (x, y) = ag = ag cos Oz cosh (y

Esto nos permite, al incluir n = 0, extender las soluciones a:

(a)

(b)

(c)

(d)

¥z, y) = Euﬂ.c‘mm cosh ny

Fhas(l

Tz, y) = f_:nnmsﬂm cosh ni{r — y)

n=0

Wiz, y) = Zu..cmhﬂ: CO8 1Y

n=I0F

(%, 4) = Eﬂﬁﬂnﬁhﬂ{ﬂ ~ z}conny

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

donde al igual que en el caso anterior solo falta escoger el valor de a, para determinar

la solucitn.

Ejemple 3.3.3. Consideremos el problema de la figura 3.12 en donde la condicién de

borde no hemogénea es

av
E—E‘I’ 4,

la cual es evidentemente una condicidn de Robin, en la cara derecha del cuadrado,

N __
N P20 =4

N
Figura 3.12; Problema.

Luego debemos considerar el caso {c) planteado por la ecuacién (3.63) donde o, es la
constante, para el cual la derivada, en x = «, es

Bl

o

el
T4 = Znnﬂ senh nw cos ny,

=0

(3.70)
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y la funcidn evaluada en r = w es

Wiy = Zan cosh T cos ny, (3.71)
=i
de esta forma
B AU ) = 3 s -, Gl Y oy
am r ? Famei

v desarrollando la funcién constante 4 en una serie de Fourier de cosenos tenemos

flyy=4=a0+ ) a,cosny

m=]

y utilizande la ecuacidn (118} de la seccidn 1.8, para T = &, se tiene gque a5 = 4 ¥
&, = [ para todo n > 1, por lo tanto igualando las ecuaciones tenemos gue

([} g senh Op — 20n cosh (k) cosy = 4
— —?ﬂu = 41

de esta forma ap = =2; v la solucidn es (nicamente W3z, y) = =2.

2.3. y 2.4.. En estos casos al igual que en 2.1. v 2.2, analizaremos el subproblema
1.2. que corresponda; ya que tenemos des condiciones de borde de Neumann homogé-
neas, seplin la variable que corresponda, una condicidn adicional homogénea v otra no
homogénea, para la otra variable.

Ejemplo 3.3.4. Sea el problema de la figura 3.13, donde tenemos dos condiciones de
borde de Neumann orientadas en la variable “y", una condicidn de borde de Dirichlet

homogénea sobre el lado derecho v una condicion de Robin no homopénea sobre el lado
imgquierdo. Donde la condicidn de Robin es

a

B — 3V =cos’y.
. . il
P = 3F = cos’y D
N

Figura 3.13: Problema.

Comenzamos utilizando la parte correspondiente a la variable "y" dentro de la scuacion
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(3.68) que es la solucidn para el caso de condiciones de Neumann homogéneas para esa
variable, o sea

Guly) =dposny, n=101,2... (3.72)

Luego consideramos la solucion para la condicion homogénea de Dirichlet en la variable
“z" sobre la cara derecha, la cual es sepiin la ecuacidn (3.57)

Folx) = epsenhnf{r — ). {3.73)

Por lo cual al reunir las ecuaciones (3.72) ¥ (3.73) tenemos la solucidn

¥z, y) = E g senh s — ) cosny {3.74)

=l

donde la derivada es

v

E[:’y:‘ =Z—n,.m:mhnl:ﬂ—:r:}m5ny; (3.75)

=]l

v ahora evaluando la condicion de Hobin en x = () tendremos

aw =
E{'}' ¥ —3W0,y) = E ay, {n cosh nr + 3senh nw) cos ny

T |
serie que debemos comparar con la correspondiente identidad para la funcidn cos*y, la

cual es

1 3
¥ _ — Er= .
oos” Y 4cm3y+¢mﬁy,

esto nos conduce a las relaciones

3

2= ~ 4{cosh = + 3senh )
o 1

® = T 12(cosh 37 + senh 3r)

a; = 0 para todo i £ 1,3,

con estos valores podemos determinar la solucion

-3
cosh ® + dsenh )
; -1
12{cosh 37 + 3senh 37)

Uiz, y) = i senh{m — x) cos y
(3.75)

semh 3(w — z)cosdy. O
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Es importante notar que no hemos considerado los casos donde se presentan varias
condiciones de Robin, v la razin ex que, aunque matematicamente sea pu.sibln—: congtrulr
el problema, Hsicamente ez poco probable. Por este motive hallar explicitamente la
solucién podefa ser un problema insoluble, ¥y mucho mas cuando la constanie o es
distinta en eada una de las condiciones.

De todas formas vamos a presentar un esquema para los casos donde la constante o es
la misma para todas las condiciones de Robin de un mismo subproblema.

1,23 Condiciones de borde de Robin

Log subproblemas planteados en la figura 3.14

R R

R‘ ‘n R }R R R
R R R
(a) (b) (c) (d)

Figura 3.14: Subproblemas.

estAn gobernados, al igual que todos los anteriores, por la ecuacion de Laplace ¥ bajo
tres condiciones homogéneas de Robin, las cuales segin el caso serdn

F@n=av o Zlzy)=av, @)

v gque podemos expresar también como

o i
E[Iryﬁ—n'ﬁ=ﬂ o "ﬁ{m.y}—ﬂw=ﬂ, (3.78)

gue bajo la notacidn gue vemos en la figura 3.14, son equivalentes a R (es decir, la letra
R nos indicard una de las condiciones de (3.78), segin ses el caso).

Para este caso debemos desarrollar un conjunto de soluciones partiendo de las ecuacio-
nes separadas ((3.30) v (3-31)) de la seccion 3.2

En primer lugar, para el subproblema de la figura 3.14(a), analicemos la variable “z"
1) A=

F{z) = &1 cosh vAz + casenh v Az
¥
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F'(z) = crvAsenh vAz + ¢3vA cosh vz
donde F{0) = ¢, v F{0) = e3v/A, v entonces

R = F'(0) — aF(0)
= eV —an
=6,

esto nos establece la condicion de que o = %cl, ¥ cOmo siempre estaremos
descartando la solucién trivial no consideraremos el caso e, = ¢ = 0, luego

Fiz)=a (:::mh VAz + % senh ﬂz)

F'(z) = ¢ (v‘ﬁﬁenh VAT 4 orcosh ﬁ:) :
Por lo cual
R=Flix)-aF(r)=q (ﬁ.ﬁaﬂnh VAT + ercosh v"iﬂ)

— ey (Lmh VAT 4 :—-,.i senh ﬂ-:r)

= 6y (ﬁ— :—;) senh v A = (1,

luego esto nos da la solucion trivial ¢ = (0 (descartada) o una solucion condicio-
nada a A = o, ¥ asi tendriamos la selucidn

F.(x) = ¢; (cosh orx + senh ax)

En'-r _|_ r_._.—l:l:: Eﬂ: = E—-m:
= 3.7
o (S5 S5 379

=8

n) A=tk

Flz) =g + g4z
Y
Fz) =g,

por lo gue F0) = ¢ v F'(0) = ¢4, v entonces

R = F'(0) — aF(0)
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e
=1

asf tenemos ¢p = acy; ¥ la solucién tomard la forma Flz) = gl +az) vy la
derivada serd F'{x) = ey, por lo tanto

R=F'(z)—aF(r)
= ey — eyl + aw)
= —a'leyw
=1,

solo nos conduce a soluciones Lriviales, luego esta condicion la descartamos,

m) A<0

Fiz) = ez cos v —Ax + cgsemn v —Ax
¥

F'(x} = —cev —Asen v—Ax + cgv'— A cos vV—Az |
luego F(0) = g5 ¥ F'{0) = csv/=A y por lo tanto

R = F(0) — eF(0)

= egV/—A — e
=1,
dﬂdﬂ'ﬂ.dﬂf‘.ﬁ=%Eﬁ}’lﬂ5ﬂlﬂﬂiﬁn?5ﬂdﬂli"&dﬂ.tﬂm&ﬁl&fﬂlm
Flz) = e (mﬁw..-"—,hrd- ‘.;ETEI'_‘D.\-"—AI)

Fliz) =es (—--.,-‘"-Tksm V=Az+ acos -.,.-"'—_AI) :

Fim)=cs (::m —Aw+ %E’En —.-"Lfr)
F'im)=e5 (—'.,a"——,h. sen v —A T + acos v —A ﬂ')

R = F'(x) .::F(rrqu,[ (u"_ru %)]smﬂw=ﬂr
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lo que nos da la solucion trivial ¢5 = 0 (descartada) o A = o7, la cual no es
posible va que A < 0 v o &8 real [rii o fuese imaginario, esta p-mihi]idad nn Saria
descartada, pero no es el estudio de este texto). Por lo tanto la igualdad solo es
satisfecha cuando /A = n?, es decir, A = —n?, v asi la solucién es

Fz)=es (cmnz + f—ls&n n:} (3.80)

Ahora debemos analizar la variable *y" para los correspondientes casos, asi

1) cuande A = 0 v A = o” las soluciones para “i" son

Cr{y) = dj cos ooy + dy sen oy
'(y) = —dieesencoy + dyxcos oy,

por lo cual G(0) = dy ¥ G'(0) = dza v por lo tanto

R = G'(0) — aG(0)
= dz-ﬂ = l:l‘d:
= [}:I

de donde dy = dy, v asi la solucién tomard la forma

Goly) = dalcos oy + senary) | (3.81)

Ahora reuniendo las ecuaciones (3.79) v (3.80) y para cualquier constante K,
podemos formar la solucion general

Walz,y) = Ke™(cos ay + sen ay) . (3.82)

1) cuando A < 0y A = —n? las soluciones para “y" son
Gy} = ds cosh ny + dg senh ny
G'(y) = dsnsenhny + dgncoshny,
de esta forma G(0) = d=, y G'(0) = dgn v por lo tanto

R = G'(0) - aG(0)
= dgn — cwdy
= {] .
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esto nos indica que dy = Edh ¥ por lo tanto la solucidn tomara la forma

3 b= L
Guly) = ds [::;mh ny+ = mhn-y) . (3.83)

Asi, obtenemos, para cualquier constante a,,, una solucidn general al tomar la
sumatoria de las ecuaciones (3.80) y (3.83)

¥z y) = i 2y, (ms ne + %aen m:] (::nsh ny + % aenhﬂyJ (3.84)

=1

Los correspondientes cambios de variable también estdn presentes en este caso
para satisfacer todos los subproblemas de la fizura 3.14, asi tendremos respecti-
vamente, segin la figara, las soluciones

w[-Ir!I"} =t

[~]s

ay [mﬂm - Eas:n n:r] [cm-.h n{mr —y) -+ E senh n{m — y}][ﬁ-ﬁﬁ-}

E
bt

Tz y)= ¥ o (mshm: + Escnhmz) (m& ny + Es&nﬂy) (3.86)

TL

[~]¢

1l
24

Tx,y)= g ay [cu::sh nim —x) + Esenhn(ﬁ - :l:}] [EDE ny + %sen ny]I:E.B'i":I

Notemos que este e un caso especial donde el valor de o es el mismo para todas
las condiciones de Robin, v asf serdn todos los problemas donde estén presentes
las condiciones de Robin. A continnacién presentaremos un ejemplo del tipo 2.6.,
ya que su andalisis es equivalente al presentado anteriormente.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos el problema de la figura 3.15 en donde estdn presentes
dos condiciones de borde de Robin homogéneas,

r
_— = P =
oz o,

sobre la variable *z", una condicidn de borde de Dirichlet homogénea en la cara superior
y una condicidn de borde de Dirichlet no homogénea,

Ir = sen 2z + cos 2z,

en la cara inferior.
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D

¥ =2 ¥ =27

¥ =sen2r + cos2r
Figura 3.15: Problema.

Claramente podemos ver que la solucion de este problema estd dentro de las soluciones

I m

para A < 0, por lo cual podemos decir que la solucion, en la variable "z" es
: 2
Folz) =a, (m&. L+ — s&nnm) : {3.88)
L
para la variable “y”, la solucidn que satisface la otra condicién homogénea es

Galy) = by senhnfr — y} . (3.89)

Ahora al reunir las ecuaciones {3.88) v (3.89) tendremos una solucidn

i

Tz, y) =Ea,., (mnx+§mm) semhn(r —y) . (3.90)

n=l]

Para la solucidn final, solo nos [alta satisfacer la condicién no homopgénea, para ello
tomaremos y =« ¥ n = 2 en la ecuacién (3.90) ¥ tendremos

az(cos 2z 4+ sen 2x) senh 2 = sen 2z + cos 2,

por lo tanto :

O
v la solucion definitiva que satisface las condiciones de borde es

Pz, y) = ﬁ{mﬁﬂrnl-ﬁﬂnﬂmjmmh?[r—y}. [ {3.91)

Para analizar €l altimo caso, donde para una misma variable las condiciones de borde
son distintas utilizaremos un ejemplo general y estudiaremos uno de los subproblemas
que se plantean.

Ejemplo 3.3.6. Consideremos el problema de la figura 3.16 v analicemos el primer
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subproblema (a}, en donde tenemos condiciones de borde homogéneas de Dirichlet ¥

Neumann en la variable “z", una condicidn de borde homogé de Neumann para
y = 0 vy una condicién de borde no homogénes de Robin | Z— = —W + gen(xz,/2), para
I=n y
U= —W+gen § Subproblemas
R R R
=g W =2y D .ﬂ‘ F‘ D )N
H N N
T (a) (b) {c) (d)

Figura 3.16: Problema vy subproblemas.

En primer lugar se puede ver fdcilmente (lo defamos al lector) que las condiciones de
borde homogéneas para la variable "z solo producen soluciones triviales para A = 0,
asi que analizaremos el caso A < 0. Sabemos por la ecuacién (3.34) de la seccién 3.2
que tendra la forma

Fiz) = czcos v/ — Az + cgsen v — Az,

luego para = 0 tenemos F(()) = ¢ = 1, por lo cual

Flz) = ggsen v = Az,

v su derivada
F'{z) = esv/ —Acos v/ —Ar,

al evaluarlaen z = 7 es

Fim) = egv'=A cosv=2An
= I]:I

donde al descartar la solucién trivial tendremos que la igualdad se presenta cuando

_ L R -
e B T

y asi la solucion es
n-1

T % {3.92)

Folz) = cq 5em
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Ahora para la variable *y” con la misma condicidn A < 0 tenemos

In—=1 Zn—=1

Gy) = ds cosh ¥ + dg senh

¥

v su derivada

C'ly) = ds

2

n-—1
2

Y :mg— Iy 1 dﬂz-ng— I ;

al satisfacer la condicidn de borde de Neumann en y = 0 tenemos

G'(0) = dﬁ?"; Loy
= dg=1}
¥ ol 2 1
Galy) = dncosh =y, (3.93)

Die esta manera, al reunir las ecuaciones (3.92) v (3.93) tenemos la solucién

Pz, y) = E fly BETL

r=

m—lxmhiﬂz—l

y. (3.94)

Finalmente buscamos satisfacer la condicién no homogénea, para ello caleulamos la
derivada de (3.94)

i = -1 n—-1 Z2n—-1
a[:,y]—gnﬂ 5 en— :t:umh—i—

luego al aplicar la ecuacidn de la condicion de Robin tenemos

Enﬂmugﬂﬂ_lz (Eﬂﬁ_lscﬂhznglw I :::nﬂhzﬂ; l—.w) :mn%

por lo cual la igualdad serd satisfecha para n = 1, ¥ tendremos

x {1 ® w T
ﬂ]_ﬁ-ﬁ'ﬂE (EEEM‘E_‘-EGSIIE) =E'El'1§

luego

i =

= genh = <+ cosh =

+~
L) 3

(%]
k2]
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por lo tanto la solucién torna la forma

1 1 1 i
Wiz, y) = i | [ sen Ez cosh 5¥- (3.93)

iﬂenh i*.lr+l:m=h i?T

34

Solucidén de las ecuaciones de onda, del calor y Laplace por el método de separa-
cidn de variables

En las secciones anteriores vimos ejemplos de como separando variables en una ecuacidn
diferencial parcial puede levar a ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales pueden
ser utilizadas para construir una solucidn general de la ecuacidn original. El poder de
esta técnica recae en el hecho de que muchas de las ecuaciones clasicas de la fisica
pueden ser separadas,

En esta seccion nos enfocaremos en el proceso de separacion, tomando nota de los
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias que surgen en la separaciim en las clasicas
ecuaciones diferenciales parciales.

Podemos empezar por reducir el esfuerzo si consideramos la ventaja de la similaridad
entoe

G ;
Vg = B {la ecuacién de onda), (3.96)
2gy — OV 4
Vg = Fr {la ecuacion del calor) (3.97)
¥
Vi =0 (la ecuacion de Laplace). (3.98)

Muchos sistemas fisicos son gobernados por estas ecuaciones junto con condiciones de
borde impuestas sohre superficies cilindricas o esféricas. Por lo cual seria importante
investigar la posibilidad de separar esas ecuaciones en coordenadas cilindricas (p, 8, 2)
v esféricas (r, 0, @), asi como en cartesianas.,

Si buscamos por separado las soluciones de la forma
U =T()¥(,-") (3.99)

donde ¥(-,-,-) es una o funcién que depende solo de las variables (z,y,2), (p,#,2) ©
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(r,#, @), entonces al sustituir (3.99) dentro de (3.96) nos da

rvie=vT1"
v esta ecuacidn nos produce
vig ™
-7 (3.100)

Dado que el lado derecho de la ecuacidn depende solo de “t" v el lado izquierdo no
depende de “t” enfonces afirmamos que ambos lados deben ser constantes

=R
?11' =K o VM =K¥ (3.101)
Y
% K o T"=KT (3.102)

La ecuacion (3.101) es conocida come la ecuacidn de Helmholtz, para la cual haremos
&l proceso de separacion de variables mas adelante. La ecuacidn del tiempo (3.102)
simplemente la ecuacion del oscilador armonico {1.10) (ver seccion 1.5 del capitulo 1)
¥ sus soluciones son

::wmhxﬂt-l—ﬂ;senhﬁt gl A =1,
T(t) = ¢ 5+ cqt gl A =10, {3.103)
eroosy —At+ cpmeny/—At Bl A< (L

De la misma manera al sustituir (3.99) dentro de la ecuacidn del calor (3.97) nos queda

vip T
=7 (3.104)

Asi obtenemos la misma ecuacién (3.101) y la ecuacidn dependiente del tHempo

T
?—K
3.105
. (3:105)
T* = KT,

donde las soluciones de {3.105) son

T(t) = ceX*, (3.106)
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Por lo tanto, las soluciones separadas para las ecuaciones de onda y calor se obtienen
de las soluctones de la ecuscion de Helmholtz apexando los factores IR dt-:p:-rn.ﬂezu
del tiempo (3:103) o (3.106) respectivamente. Para la ecuacidn de Laplace (3:98) os
simplemente la ecuacidn de Helmheoltz (3.101) con el pardmetro K igual a cero,

Después de analizar el factor que depende del tiempo vamos a separar la ecuacién de
Helmholtz en base a los distintos sistcmas de coordenadas.

1. La ecuacidn de Helmholtz de tres variables en coordenadas cartesianas es

PPV P
Bz By B

KW, (3.107)

5i intentamos encontrar soluciones de la forma
¥z, v, 2) = Fz) Gly) H(z)
entonees la ecuscién (3:107) nos lleva a la ecuacién
F'(z) G(y) H(z) + F(x) G"(y) H(z) + Fiz) Gly) H"(z) = KF(z) Gly) H{z).

Esta iltima ecuacidn puede ser separada al dividir por F{;] ﬂ{y} H{a]- CEHTLD

Fi{z) Gy , H"z) _

m K
Flz) ~ Gly) H(z)
¥ separando la dependencia de "z" tenemos
i M
Fla) __G'0)_H'G) . i

F(z) Gly)  H(z)

y por &l mismo argumento usado anteriormente podemos decir que cada lado es
constante y asi

Fz)

Fleg O
= Fz)=0oF(x),
la cual es la ecuacidn del oscilador arménico; luego la ecuacidn (3.108) nos gquada

G ()
Gly)

H"(z)

Hz) T (3:09)

KH
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Claramente esto nos conduce a las separaciones en “y" y “2”,

G"(y) = mGly) y H'(z) = asH(z),

donde oy + @ + a3 = K por la ecuacién {E.Iﬁg}.

. La ecuacion de Ielmholtz de dos variables en coordenadas polares es

16(61#) 1 & oo

iy = el g

Ahora utilizando el proceso de separacién Wir, 8) = RB(r) 8(F) tenemos

1': (rR(r)) ©(6) + % R(r)©"(#) = KR(r) 0()

¥ una pequefia manipulacién algebraica nos produce

a8 T '
W - _FT:I (rR'(r)) + K.

Bajo el mismo argumento anterior podemos ver gue la ecuacién para 8(f8) es la
ecuacidn del oscilador armédnice B"(#) = AB(F), y la ecuacidn para “r", cuando
K =0 {ecuacién de Laplace), es equidimensional

r*R"(r) + rR'(r) + AR(r) = 0,

Para K # 0 una forma de la eevacidn de Bessel resulta [para mayor informacion
sobre la ecuacion de Bessel ver Watson [39]):

r*R'(r}) +rR(r) + (-Kr* + X) R(r} = 0.

3. La ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilindricas es

o0 L 0 (,00), 1P ov
ViWu(p, 8, z)= 2 Bp (.F‘ 'B'P) 2 g At gt (3.110)
=KV¥.
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Al insertar la sustitucion W(p, 8, z) = R{p) B(0) Z(z) obtenemos

RO o) 2(2) « B0 gripy z02)
p o (3.111)

+ R{p)B(6) Z"(z) = KR{p) B(6) Z(2)
v al separar la variable "#" tenemos

&'(0)
e

= A

2Ry - g 20
_R{P}{-_I':'er.la-” _Fi Er.f} +P2H

(3.112)

la cual por el argumento va conocido nos da 8"(8) = A 6({4).

Observemos que la separacidn en la variable *p* no podia hacerse en este mo-
mento, lo cual si podremos hacer después de la variable “6° Esto nos indica que
¢l éxito en la separacidm de wvariable puede depender de el orden en el cual se

escoja la separacion.

Ahora separemos la variable “z" de la ecuacion (3.112)

Z'() . A _(RG)
Z(z) 7 pR(p) (3.113)
=4

v se nos plantea la conoelda ecuacidn Z%(z) = §2(z).

Finalmente la dependencia en la variable “p” surge de la ecuacidn (3.113) como

WRE) A
pRip) T K

la cual es equivalente a

1 A
Hﬂ[ﬂ:l+;ff{ﬁ}+(ﬁ—ff+;)ﬁ{p}:ﬂ} {3.114)

que es equidimensional gi § = K, en cualquier otro caso es otra forma de la
ecuacion de Besse].
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4. La ecuacion de Helmholtz en coordenadas estéricas es

| & i 1 B o
vimf_rlgltﬂ = T—‘t E (ri E) i m ﬁ (ﬁﬂnfﬂl’ﬁ)
& 1 ﬂ {3-115}
r¥gen? ¢ OF*
=KY,

Para realizar la separacidn sustituimos ¥ir, 8, ¢) = Rir) 8(#) $#{4) v obtenemos

R o@)a(6) +

(sen ¢ @'(¢))' R
= R(r) 6{0)

d 2 (3.116)
% R(r} ®(¢) = KR(r) 0(8) ®{s).

Ahora multiplina.ndu la ecuacion anterior por &l factor

r¥zen’ g
R(r) 8(d) 2(¢)
v efectuando las correspondientes operaciones obtenemos la ecuacidn para la va-
riable “6"
e"8) _ ., (PR()) (sen § 2(¢h))’ 2 o
o) Sen” g Rit) Sen ¢ () + Kr®sen” ¢
= A.

donde A es una constante. Luego efectuande ciertas manipulaciones la separacidn
en la variabhle "¢" nos lleva a
(sen ¢ ®'(¢))’ A (PR

. R e e b3
P 1 Ve e e

=4
(¢} = dsen g B(a). (3.117)

A

= (sen g ®'(¢)] + et P

Realizando los cambios de variable x = cos¢, y(z) = ®(¢) nos transforma la
ecuacion anterior en la ecuacién asociada de Legendre (3.113)

(1- 2y — 22y +

1—13!"':'5?’"'

La restante dependencia de "r” en la ecuacién (3.117) satisface, si K = 0 (es

101
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decir, el caso de la ecuacidn de Laplace), una ecuacion equidimensional
v RY(r) + 2rR'(r) + (§ = K¥*) Rlr) = 0. (3.118)
de hecho las soluciones de esta dltima ecuacidn son conocidas como las funciones

esféricas de Bessel (ver Watson [39]).
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Ejercicios

Ejercicio 3.5.1. Verificar que W(z,y) = ¥ + ¥; + ¥, resuebve el problema indicado
en la figura 3.17

W

g : aw
E,__—u:‘,p ¥)| VW =0 | == =3smy + 2nendy

0 p=g T '

Figura 3.17: Problema.

donde
cosh(2n + 1){m — z) sen(2n 4 1)y
(z.9) = — E senh(2n + 1) (2n+ 10
=y 4= cos(2Zn 4 1)z senh(2n + L) - y)
Walz,y) = B Z (2n+1)2 senh(2n + 1)

m=0

s(z,y) = senhr VT oy o

Ejercicio 3.5.2. Comprobar que

Wiz, y) = Zu“aenm senh ny,

FEN

donde

2 ¥ g
““-qu %" sen na dz,

resuelve e] problema indicado en la figura 3.18.
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0 =g T

Figura 3.18: Problema.

Ejercicio 3.5.3. Verificar que i al problema de la figura 3.3, planteado en el ejemplo
3.1.2, le cambiamos la ecuacidn de Laplace homogénea por la no homogénea

VAl = cos2x sen 2y,

entonces la funcién ¥(x, y) = ¥ + Ty + T3 + Ty + P resuelve este problema, donde
Iy, a ¥y son las soluciones del problema original ¥

1
Wiz, y) = —g 608 21 sen 2y.

;Cual serd el subproblema que resuelve la ecuacién We?

Ejercicio 3.5.4. Use el conjunto de soluciones que muestra la ecuacidn (3.43), en la
seccidn 3.2, para resolver los subproblemas del tipo 1 (ver ecuaciones (3.16){3.18) de
la misma seccidn), donde la condicién de borde no homogénea estd dada por:

a) Wiz, x) = 4sen3x

b) e, x) =0

c) ¥z, v) =senzx cosx

d) (x, ) = Isen 2z — 2sen Iz

e) ¥(z,7) = sen’z (Ayuda: Utilice la identidad trigonométrica que descompone
sen” 1)

f) %{.ﬂ:,ﬂ}=mr

| o
& oy

Ejercicio 3.5.5. Resolver los problemas de las figuras 3.19, 3.20 v 3.21.

{x,7) = 3sen2x — 2sen 3z
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[} ¥=0 w d

Figura 3.19: Problema.

Figura 3.2(: Problema.

%=y+ﬂ={n—=ﬁ!

Fl@
I

ve-o (Y=o

T =0 T ;

Figura 3.21: Problema.

Ejercicio 3.5.6. Resolver el problema con dos condiciones de borde de Robin no
homogéneas planteado en la figura 3.22
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— =W +

& _ y
| %=ﬂ'ﬁ+: F

Figura 3.22: Problema.

Ejercicio 3.5.7. Resolver el problema con dos condiciones de borde de Neumann y
dos de Robin planteado en la figora 3.23

Pl

Figura 3.23: Problema.

Ejercicio 3.5.8. Defina cada uno de los subproblemas en los que se puede descomponer
los problemas planteados en las figuras 3.24 y 3.25.

¥

E-H’
il i=g 4F aﬂ
%-ﬁ-l Vi =) gm—y-']' y=00 V¥ =2z y=1
n'l “i"=2.‘ " & 0 aﬂ_ n o

Figura 3.24: Problema. Figura 3.25: Problema,
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Ejercicio 3.5.9. Realizar la correspondiente separacion de variables en coordenadas
cartesianas, para la ecuacion de onda amortiguada de tres variables

AL O L
FTE R T

Ejercicio 3.5.10., Separar la ecuacion de onda de dos variables en coordenadas polares.

Ejercicio 3.5.11. Separar la ecuacion del calor en coordenadas cilindricas.



El Problema de Sturm—Liouville

4.1

Expansion de Sturm-Liouville

Las expansiones en series de Fourier, que hemos utilizado hasta ahora, tienen una gene-
ralizacion que es muy importante en las aplicaciones a la ingenieria, la cual trataremos
muy generalmente en este capitulo sin entrar en detalles tedricos de la misma. Esta
generalizacion, que es mejor conocida como una teoria, es debida & Jacques Shurm y
Joseph Liouwille, ells produce una nueva expanstén basada en funclones que reflejan
las propiedades Hsicas del sistema estudiado.

La nueva expansidn nos permite expresar las soluciones de muchas ecuaciones dife-
renciales parciales, las cuales podrian ser analiticamente intratables, en una forma
conveniente, asl como la expansidn en serie de Fourier de senos nos permitit resolver
el problema del flujo de calor visto en la seccidn 3.2

Ahora blen la clave de la generalizacidén de Sturm-Liouville para la expansidn en serie
de senos recae sobre la ecuacion
L = .-:Ilu .
y Y (4.1)
y() =0, ylr) =0

que estudiamos en la seccion 1.5 ¥ conocida como ecuacion del escilador armonico. El
problema de encontrar soluclones no triviales de (4.1) es un caso particular del problema
de Sturmn-Livuville

Falz)y” + filzl' + folz)y = Ag(z)y (4.2)
eyla) + azy'(a) = 0, Gub) + Hy'(h) =0 (4.3)

donde las funciones fi{z), fi(z), falz) ¥ glz) son comtinuas en el intervalo [a,b], ¥

1T
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los valores de A para los cuales la solucion existe son conocidos como los autovalores
¥ las correspondientes soluciones no triviales son conocidas como las autofunciones
del problema de Sturm-Liouvilie. Estas soluclones tienen tambidn las propiedades de
completitud, oscilacidn y ortogonalidad, de las series de senos, con respecto a un factor
integrante

plx) = f%% of Hites (4.4)

también conocido como funcidn peso del problema de Sturm-Liouwlle. Un estudio mas
profundo en la teoria de operadores de Sturm-Liouville puede conseguirse en Haberman

[19].

Para desarrollar la expansidn de la funcidn f{z), la cual es cuadrado integrable sobre ¢l
intervalo [a, b, en términos de las soluciones o autofunciones del problema de Sturm
Liouville seguiremos los siguientes pasos:

1. Eseribir la solucidn general de (4.2} como la suma de des soluciones particulares
totalmente independientes con coelicientes indeterminados:

ylz, Al = iz, A) + eaalx, A) {4.5)

donde la constante A aparecerd como un pardmetro en las férmulas.(Para escoger
la forma de las soluciones ¥y, y., €8 importante notar que los autovalores A serin
negativos g1 f; v g tienen el mismo signo, en caso contrario serén positivos, )

2. Hacer cumplir una de las condiciones de borde (4.3) mediante la escogencia de
€1 ¥ ¢z- En otras palabras, usar la solucidn (4.5) dentro de la correspondiente
condicidn (4.3)

ey ferya(a, A) + eapala, A)] + o feryila, A) + campla, A)] = 0

de manera de expresar ¢; en funcidn de ¢; o viceversa, v asi obtener la solucién
en funcidn de una constante miiltiple que depende de los valores de las soluciones
particulares v sus derivadas en ¢ = a, ¥ de las constantes o, ag

y(z, A) = [ogyela, A) + oani(a, A)] wlz, A)
= [engn{a, A) + aayi(a, A) yalz, A) (4.6)
=0

3. La restante condicion de borde

bly“’a "J":I ¥ E:"'-h":lf'll:t":l ‘:"':I =10 {d'ﬂ
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esta considerada como una ecuacion para la variable A. Por lo tanto insertando, la
solucidm obtentds en el paso anterior, en {4.5} ¥ resolviendo para los autovalores
{ A }n, los cuales formardn una sucesién que tiende a +oo de acuerdo a los signes
de f; ¥ g. La n-dsima antoluncidn

fulz) = ylz, An)

debe tener 1 — 1 ceros dentro del intervalo de definicidn.

4. Calcular el factor integrante o funcidm peso “p" mediante la ecuacion

g(z) [ histe,
Ti= = i 4:3
p{. } _fil::r} [. }
Es importante también notar que las autofunciones serdn ortogonales con respecto

ap
]
(G ), = f Bnl) Sa(x) o(x) dz = [[n® G

b
= f du(2)0(5) 42 i

5. La expansion de f(r) es entonces

flz) =Y audn(z) (4.9)

m=1

con los coeficientes a,, dados por

o = i)y _ [ﬂﬂj‘?n[m]p{zjdx
3 [
||¢"|'I|EF' f'ﬁﬁn[I}ip{IJ dz

[Algunas veces estas integrales son un tanto complicadas v un desarrollo numérico
como la regla de Simpson puede ser utilizado para resolverlas),

(4.10)

Ejemplo 4.1.1. Vamos a desarrollar la expansidén de f(z) = z en términos de las
autofunciones del sistema

' =y, (4.11)
y(0) =0, v(r)=0. (4.12)
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En primer lugar la solucidn de (4.11) es la conocida luncién

crcosh vAz +epsenhyAr & A>10,
wir) =< e 4+eix g A =10,

csﬂmf—ﬁz Fegseny'—Ax s A< (L

La condicion de borde 4(0) = 0 requiere que ¢ = ¢3 = ¢ = ; aplicando la segunds
condicidn de borde tenemaos

eavAcoshvAs @A,
yir)=0=qe s A=0,
e =Acosy=Ar " A<l

donde las constantes multiplicativas se vuelven redundantes, y ademds, como buscamos
soluciones no triviales, la igualdad solo serd posible para los valores de A de la forma

a
A.,:—(E“E_I) T B R (4.13)

Luego las soluciones o autofunciones asociadas al problema (4.11)-(4.12) son

o
inhA}=m“( ﬂﬂ ])ml n=123,... {dld}

Veamos la figura 4.1 para ver el hecho de los ceros interiores

= barraprrrmnrrrr pma e b

Figura 4.1: y(z, A) = sen (¥} |z paran = 1,2,3.

La expansidn de f{xz) serd

o) == iuﬁaﬂn{i’;—'l]m. (4.15)
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La ecuacidn para la funcién peso es plz) = %e':'= 1, v asf log coeficientes estan dados
por

_(msem (35) 2
G = )

i F]
[sen (252) =]

z

'I'DMI
fg ven (B57) zdx (4.16)

4.2

Aplicaciones de las expansiones regulares

De acuerdo al esquema bosguejado en la seccidn anterior, todas las expansiones de
Sturm—Liouville lucen bastante parecidas. Para un sistema de la forma

falx)y" + filz)y’ + folz)y = Agix)y (4.17)
eyla) + agy'(a) = 0, Sy(b) + Gy'(b) = & (4.18)

la solucidn puede expresarse come la ecuacidn (4.6), como en la seccidn 4.1 anterior,
Las diferentes aplicaciones solo varfan en los nombres de las funciones usadas como
soluciones, Fn esta seccidn veremos algunas configuraciones de la ecuacion de Helmholtz
la cual utiliza expansiones en funciones trigonométricas v en funciones de Bessel.

Ejemplo 4.2.1. Las ecusciones de la figura 4.2 pueden ser mterpretadas como las que
describen el estado estable de distribucion de temperatira en una plancha rectangular,

¥

: W = g{x)
alr
=1 Vi =0 E—ﬁ‘l‘
X,
] ll'-l{] 3

Figura 4.2: Estado estable de distribucion de temperatura en una plancha rectangular,

Los lados izguierdo e inferior estdn en contacto directo con el conducto de calor man-
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tenido a cero grados, pero el lado derecho estd parcialmente protegido de el conducto
de calor a traviés de un aislamiento permeable, es decir, deja pasar clerto calor (esto
conduce a una condicién de borde de Robin); ¥ la temperatura del lado superior es
mantenida mediante la relacién €z 1) = glz).

Como vimos en la seccidn 2.6 la ecuacidn de Laplace se separa en las ecuaciones del
oscilador armoénico
F'=AF v G"=-A0.

Puesto gue hay condiciones homogéneas en ambos casos, nosotros analizaremos la
variable ¥z primero. La ecuacion general es la siempre conocida

eycoshvAz + cysenh Az s A >0,
F{I-':I= ::1+r.5.':.' H-i:-.'!'-—l-h
gy oosy —Axr+epseny'—Ar =A<

y cuando a = 0, la ecuacidn {4.6) de la seccidn anterior satisfaciendo la relacién
¥(0,y) = FlO)Gly) =0

(es decir, ¢y = 1 ¥ oz = 1} en {4.18); ¥ la segunda solucién particular ya(0,A) = 0
mientras que la primera g (0, A) = 1) conduce a la solucién

—senhvAz w A0
Fix, A} =¢ —x gsi A= 0 {4.19)
—feny —Azx mA<(

Ahora tenemos que satisfacer la condicidén de borde de Robin ﬂ = 4% en ¢l lado
derecho, con la cual determinaremos log valores de A, Para ello utilizaremos la ecoacidn
correspondiente para “z"

F'(2) - §F(2) =0

(es decir, b= 2, 5; = - v & = 1 en la ecuacidn (4.18)). Por lo cual la ecuacién para

la correspondiente condicion toma la forma

—y/ Acosh 244 + dzenh 24/ gi A =0,
0=1{-1+4 da=0, (4.20)

-y —Acos2y—=A+daen 2y —-A BiA <O
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Recordemos que la ecuacidn (4.20) deberia tener un mimero infinite de solucione A,
que tienden a —oe, ya que la mayorfa de las soluciones provienen de la tercera ecuacion
de (4.20). De esta forma, a menos que la constante § = 1, la sepunda ecuacidn no
contribuird en la solucidn; por conveniencia vamos & ignorar esta posibilidad.

Las otras ecuaciones en (4.20) son ficiles de visualizar si redefinimos la variable A como
+&* y escribimos de nuevo la ecuacidn {4.20) de la forma

(4.21)

oy —Gicosh 28 + Feenh 25 8 A =0% =10,
—id eog 20 < 8 sen 205 gl A= =02 < 0.

la cual es equivalente a las ecuaciones

W=~58tanh 20 siA=&" >0,

(4.22)
G=4H8tan 2T si A= —&F <0,

En la fipura 4.3 se muestran log graficos del lado izqguierdo v derecho de cada una de
las ecuaciones de (4.22) para el caso § = 1 (En la mayorfa de las situaciones fisicas
el valor de § deberia ser negativo, pero nosoiros escogimos ese valor positivo debido
a los interesantes puntos de interseccidn que vemos en la figura 4.3). Los puntos de
interseccidn (&) corresponden a los asociados autovalores (A, = £ &%)

f(2) = ton(®)

+f(@) = tanh(3)

Figura 4.3; Gréificos del lado izquierdo v derecho de las ecuaciones (4.22) con § = 1.

Los puntos de interseccion se pueden hallar ficilmente por iteraciones sucesives de las
ecuaciones

&, = tanh 2@,
- w  tan~t (@) {4.23)
T TR

donde &, &, son el nuevo y viejo valor para & respectivamente.



114 FEr PROBLEMA DE STURM—LIOUVILLE

De los valores de las intersecciones vemos que para 4 = 1 hay un solo autovalor positive

Ay = & == 0,957% = 0,916; los demds son antovalores negatives. Demos una pequedia
lista de los mismos

M =@ = 0,957 = 0,916 ¢1(x) = senh 4/ A, = == senh 0,957z

(x)

Ay =03 = —2137 = —4 567 , dylx)
£

'[ 1=

Ayr == 8en2,137x
Ay = L..,l::s -3, 798% == —14 425,

thlx Ay x == sen 3,798

hg = @F me —5,406% = —20,225, *

seuv"_:r:usenﬁdr[]fir

Observemos que &l signo menos que precedia & las funciones en (4.19) no lo hemos

tomado en cuenta. Notemos ademds en la figura 4.4 que los patrones de oscilacién son
log mencionados en la teoria y el nimero de ceros también coincide.

] j5en 0,957z

fs:":ﬂ';:a,l:s?x

gen 3, 708y

B E'n /

Figura 4.4: Patrones de oscilacidn,

Por otra parte estos autovalores variaran cuando & varie, por ejemplo s & = 5§ tendre-

mos que la primera ecuacién de (4.22) no tiene solucidn, luego todoes les autovalores
serdn negativos.

Para completar el andlisis del problema de la fipura 4.2, recordemos que la solucion

general para la variable "y", sobre la ecuacidn

G" = -G,
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viene dada por

dy cos vy + dysen Ay siA>0,
Gly) =14 ds +dgy i A=0,
drcoshy'—Ay +desemh v —Ay sl A<

y las correspondientes soluciones satisfaciendo la restante condicién de borde homogé-
nea de Dirichlet
¥z, 0) = Fi{z)G{0) =0

(es decir, G{0)) = 0) en el lado inferior de la figura son

ﬂen-n.ﬁy A >0,
Gly) =14y §A=0,
semh/ —Ay 81 A < (0

¥ como hemos descartado el caso A = (), al combinar con las correspondientes antofun-

1 =

ciones de "z” tenemos, para § = 1 la forma general que satisface las tres condiclones
de borde homogéneas
Piz,y) = a;senh(,957x sen(),957y
+ ay8en 2,137 senh 2,13Ty + ag sen 3,798z senh 3,798y (4.24)
b g sen 5 406x senh 5 406y 4 - - -

Finalments para satisfacer la dltima condicién de borde ¥{z, 1) = g{x) requerimos que

glz) = y{z, 1) = a, senh 0,957z sen 0,957
|y 9en 2, 13Tz senh 2 137 + aysen 3, 798x senh 3,798  (4.25)
+ agsen 5 406 senh 5 406 + - -

Ahora para hallar los valores de los coelicientes do (4.25) utilizamos la ecuacidn (4.10)
de la seceidn 4.1 para eada una de las autolunciones

] ]
f glx)senh 0,957z dx j glz)sen 2,137z dx
_ o _ o
ul T 2 i ﬂﬂ- — 2 1
( / senh® 0,957 dr,) sen 0,957 ( / sen’ 2,13?::1:) senh 2,137
o o
3 2
f glz) sen 3,798z dx j g(z) sen 5, 4062 dx
gy = u {14 = 1]

i y F:
( f sen’ 3,?9&&:) senh 3,798 ( f sen*ﬁ,dﬂﬁmdm) senh 5,406
o [
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Ejemplo 4.2.2. Las condiciones de borde para el sistema

y' = Ay, {4.26)
y(0) = y(2r), ¢'(0) = /{2m) (4.27)

no son de la misma categoria que hemos pedido para los problemas regulares de Sturm—
Liouville, Estas son conocidas como “condiciones de borde periddicas”, por este motivo
las soluciones y{x) también deben ser periddicas (Para ver esto deberia mostrarse que
ol valor de todas las derivadas de y en = = () deben coincidir con el valor de las misma
en = 27, y 441 la expansion en serie de Taylor de y(z) alrededor de estos dos puntos
va a ser la misma).

Anticipindonos, como hemos hecho anteriormente, podemos decir gue los autovalores
serdn negativos v escribiremos la solucidn general a (4.26) como

Wiz, y) =creosv—Azr+epseny—Az para A <0 (4.28)

Obviamente la ecuaciones (4.27) son satisfochas g1 +/— A o= un entero, va que ficilmente
podemos ver gque cualguier otro valor solo nos conduce a la solucidén trivial ¢ = 2 =10
Luego los autovalores son Ay, = —nf paran=10,1,2,..., v asociado con cada uno de
ellos hay dos autofunciones

1,1‘:12,1]{::] = COS NI,

{4.29)
3 z) = sennz,

excepto para n = () donde solo el coseno es no trivial. Por supuesto que lo que tenemos
son las familiares series de Fourier, ¥ como la funcidén peso p(z) = 1 entonces la fdrmula
para la expansion es la que vimos en la seccidn 1.6

Hz)= % +i{n,,r_-nsnr--bn9mﬂ:],

=1

=1 [ fa)sosnads, (4:30)

1 [+
bn=—f fi{z)sennxdr.
T Jo
O

El problema periédico de Sturm-Liouville ({4.26), (4.27)) puede surgir cuando la coor-
denada angular # es separada de la ecuacion de Helmholtz, como vimos en la seccion
3.4. Considere, por ejemplo, el estado estable de temperatura de un disco de cuero
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como ¢l que muestra la Gpura 4.5.

Figura 4.5 Estado estable de temperatura de un disco de cuero.

Como vimos en la seccidn 3.4 substitucion de las coordenadas polares nos conduce a
las ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

8"(f) = A8(#) (4.31)
R (r) + rR(r) + AR(r) = (. (4.32)

De acuerdo al esquema que hemnos utilizado a través de todo el texto, primero vamos a
procesar las condiciones de borde homogéneas en ambuas caras de una misma variable.
Esto descarta el uso de {4.32) inicialmente por la condicién de borde de Dirichlet para
r= 2.

Puesto que, clertamente, no hay ninguna cara donde # sea constante en el borde,
gin embarge, el hecho de que ¢ borde § = 0O estd situado en ¢l interior del disco
implica que la solucidn varfa suavermente a través del mismo; en otras palabras B{8) es
periddica. Por lo tanto adjuntames condiciones de borde peribddicas a la ecuacién (4.31)
v concluimos gue las autofunciones son la familia de Fourier (4.29), con A, = —n®. Lo
cual nos produce una solucién de la formea (4.30).

De aqui la ecuacidn (4:32) se vuelve la ecuacién equidimensional
2R (r) +rR{r) —n®*R{r) =10

con soluciones

Rofr) = e; + calogr,

(4.33)
Ro(r) =" + ggr ™ para n > 0.

La condicion de borde homogénea de Dirichlet en el circulo interior es satisfecha al
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cumplirse la relacidn R(1) = 0; esto nos permite seleccionar los coeficientes en (4.33)
de maners que lengamos las soluciones

Ha(r) = logr
R.r)=¢"+r™", paran=0,

v asi podemos ensamblar la golucion general

U(r,0) =Y anl(0) Ralr) + 3 badP(0) Ralr)
f={l . =] [:4_34;1
- ?l-ugr - z:{n::11 coane + b, senne) {1‘“ —r‘"‘} :

n=1

Ahora buscamos satisfacer el dltimo reguerimiento, que es la condicién de borde no
homogénea v tenemos

'E"[z;-ﬁ'}l — g{vﬂ'} = %]DEE 4+ E[un C0S Fan +bﬁHHD.ﬂI] Egn e 2-_11.} )

=l

donde los coeficientes vienen dados per la férmula de la ecuacién (4.30)

1 2!’
o= J{ 9(6) ds,
i h
L S M pos rld di
A m:z“-z-"}jg SRRkt

1 iv
ﬁn=mj‘; g{ﬂ}ﬂﬁ]ﬁl?’lﬂdﬂ-,ﬂ:}ﬂ

Podemos ahora reiterar que aungue hay innumerables conjuntos de expansiones para
las autofunciones de un problema regular de Sturm-—Liouville, sin embargo ellas todas
pueden ser manejadas por medio del mismo procedimdento; v las integrales que puedan
surgir al tratar de resolver la ecuacidn (4.10) de la seccién 4.1, no deben ser de mayor
preocupacion, va que precisos algoritmos de integracion numérica podrin ser utilizados
para la solucion de las mismas.

4.3
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Aplicaciones de las expansiones singulares

Cluando uno o ambos de los puntos extremos en un problema de Sturm-—Liouville tiende
& *0oo, o cuando el coeficiente de la derivada segunda y" en la ecuacion diferencial
diverge en uno de los bordes, el problema se convierte en singular.

Para resolver este problema, uno usualmente tiene que descartar la condicion de borde
en el punto extremo (o también llamado singular), se impone en su lugar solo la condi-
citm finita. El conjunto resultante de autovalores puede permanecer discreto, em cuyo
caso las expansiones de las autofunciones son series infinitas como en el caso regular; o
los autovalores puedsn ser todo un conjunto continuo de valores, con sus expansiones
desarrollandose como integrales,

Ahora veremos un ejemple que nos permitird ver como proceder en estos casos singu-
lares o puntos extremos infinitos.

Ejemplo 4.3.1. Consideremos el problema del estado estable de temperatura, mos-
trado en la figura 4.6(a), para resolver la ecuscién de Laplace en un rectangulo semi-
infimito.

¥ ¥
i
T =seny VI — T =pemy VI — 0 E'II'E=I}
. "
1] =0 - 1} =0 b
(4] Problerma del estado estable de (b)) Simulaciin del problema, consideran-
temperatura, do gue el extremo "5 thende a infinito.

Figura 4.6: Problema y simulacidn.

Fisicamente hablando esta es una idealizacidn de un caso imaginario o irreal, quizds
podemos simular una configuracion parecida a esta en la figura 4.6(b), donde debemos
considerar que el extremo “6" tiende a infinito.

La solucién de el problema de la figura 4.6(b} es, evidentemente, muy familiar para
nosotros, yva que o8 del tipo del subproblema 4 de la seccién 3.2; v por lo cual el término
n-éaimo de la solucidn general que satisface todas las condiciones de borde homogéneas
&5

T.lx, v) = a,senhnlb — x) sen ny

¥ obviamente la condicion de borde no homogénes se satistace cuandon =1 ycon la
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; 1
escogencia de u,—m,pﬂrln cual

Tz, y) =

— senh(b— x) sen y

) . (435)
_Emhb{mnhbcmhx cosh b senh x) sen y
= (coshx — coth b senh z) seny.

Para obtener una solucidn al problema infinito de la figura 4.6{&.}; hacemos que b tienda
a +oc; asi cothb tiende a 1 v entonees la solucidn tiende a

¥p(z,y) = (voshz — senhz)seny (4.36)
= e Tseny

la cual satisface todas las condiciones del problema de la figura 4.6(a).

Notemos fue hibiese ocurrido s la condicidn de borde impuesta en T = b fuese de
MNeumann on vee de Diriehlet. Claramente el térming n-ésimo setla

. (r,¥) = a, coshn{b — =) senny
Inego en vez de la ecuacion (4.35) tendriamos

1
Wiz, y) = pETS cosh(b — z} seny

N 1
"~ coshb

= (cosh x — tanh b senh x) sen y.

(4.37)

(cosh b coshxz — senh b senh ) zeny

pero al caleular los limites la solucién sigue manteniéndose como

¥.(z, v) = (coshs — senh ) sem y
(4.38)
= ¢ " Sen Y.

Esto podria significar que la finica solucidn para el problema de la figura 4.6{(a) es
iz, y) = seny;

v la respuesta es NOQ, va gue si adicionamos a la anterior solucién cualguier factor
conetante de la funcidn =enh r sen y, es decir,

Pz, y) = e "seny + K senh x seny, {4.39)
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obtendremos una solucidn vilida para todas las ecuaciones del problema de la figura
4 6{a). Sin embargo la ecuacidn (4.39), cuando K # 0, diverge cuando = = 400, asf la
finica solucidn que converge a un valor finito es la ecuacion {4.36).

4.4

Ejercicios

Ejercicio 4.4.1. Encontrar los autovalores v las correspondientes autofunciones de la
eCuAcion

—y'(x) =Ay(z), O<z<w
bajo las condiciones de borde

L y(0) =y(m) =10 3. Y0 =4 (=) =0
2. y(0)=y'(r) =10 4. y{0) + /(0 =y(r) =0

Ejercicio 4.4.2. Supongamos que

eg(x)y" + en(zhy' + olx)y = Ag(x) wix),

yla) =0, y(b) =0 )

un problema regular de Sturm—Liouville ¥ que y(x, A) ¥ ¥z, A) son dos soluciones
independientes de la ecuacién diferencial (4.40). Muestre que las autofunciones son de
la forma

wP{I] = ,'?,I':k{ﬂ-; ‘]";F} n |::$;. A1'-l-} — ¥ [ﬂ., A:P} HEEI--. A}!}
o un miltiplo constante de la misma, donde {A, : p=1,2,3,...} son las raices de

vala, Ao} (b, Ap) — wula, Ap) yalb, Ap) = 0.

Ejercicio 4.4.3. En el ejemplo 4.2.1 vimos que las ecuaciones en (4.22) nos condu-
jeron a la solucidn del problema planteado, habiendo escogido un valor de § = 1. Se
mantendrd el mismo patrén para las soluciones si ahora tomamos un 4 = 0,1. Halle los
primeros 4 autovalores y antolunciones en este caso.

Ejercicio 4.4.4. Resuelva el problema planteado en la higura 4.7
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Figura 4.7: Problema.

Ejercicio 4.4.5. Supongamos que § e8 un pardmetro dado en la ecuacién del oscilador
arménico amortiguado
Y+ By = Ay,

con A como su autovalor, Muestre gque bajo las condiciones de Dirichlet y{0) = y(1) = 0,
la expansion de autofunciones asociada es

flz) = Enne'“ﬁiﬂenmm

1
a, = Ef fla)et®s sen e dx
0

Ejercicio 4.4.6. Resuelva el problema equivalente al del ejemplo 4.3.1, simplemente
moviendo la condicion no homogénea para la parte superior de la figura.

Ejercicio 4.4.7. Resuelva el problema indicado la figura 4.8 v mmestre que su
solucion se aproxima a la ecuacion (4.36), de la seccidn 4.3, cuando b tiende a infinito.

i
W=
W=geny| V=0 E%I—ET
T =10 b

Figura 4.8: Problema.

Ejercicio 4.4.8. Resuelva los problemas planteados en las figuras 4.9(a) v 4.9(b).
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% v e
; By ~ 9 4 ¥ = g(x)
o _ = Vi —o
5 =0 Vi =1
. Iﬂ_
0 =1 L ¥ = h(z)
[a] Problemma. Ib) Problema.

Figura 4% Problemas.
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